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Prefacio da primeira edicao

Com excecao do capitulo final, estas sao notas de aula
de um curso que lecionei duas vezes, em 1960 e em 1962.
Os tres capitulos iniciais sao baseados numa redacao do
primeiro curso, feita por J. Ubyrajara Alves. O quarto
capitulo, dado somente na segunda vez, foi redigido por
Alciléa Augusto. J.B. Pitombeira colaborou na redacao do
primeiro capitulo. Esses amigos, a quem agradeco agora,
sao responsaveis pelo aparecimento das notas, mas certa-
mente nao pelos erros e defeitos nelas contidos, dos quais
sou o unico autor.

A idéia aqui € a de apresentar uma introducao, moderna,
mas sem “modernismos”, ao Calculo e a Analise Tensori-
ais. No que tange ao primeiro (onde nos restringimos aos
espacos vetoriais reais de dimensao finita e assim tiramos
partido das varias simplificacdes que estas hipdteses acar-
retam) a exposicdo é bastante para efeitos da Geometria
Diferencial e da Analise. De propédsito, nao foram men-
cionados os produtos tensoriais de modulos, e assim a in-
troducao aqui apresentada nao serve senao de motivacao as
teorias gerais da Algebra Homologica. Quanto a Analise



Tensorial, mal foi arranhada a superficie. Foi feito um
comeco de introducao, no Capitulo 4, levando ao Teorema
de Stokes como resultado final e, no Capitulo 5, foi de-
monstrado o Teorema de Frobenius sob o ponto de vista
do colchete de Lie de dois campos vetoriais. As bases fo-
ram lancadas solidamente, com discussoes dos conceitos
fundamentais, tais como variedades diferenciaveis, orien-
tabilidade, particoes da unidade, integracao de formas di-
ferenciais, diferencial exterior e Teorema de Stokes. Mas,
em obediéncia ao carater essencialmente introdutério das
notas, nenhum desenvolvimento mais profundo € tentado.
No fim do trabalho, uma lista de indicacoes bibliograficas
é apresentada, como desencargo de consciéncia.

O Calculo Tensorial Classico, em sua parte estritamente
algébrica, é pouco mais do que um repertério de triviali-
dades. Isto se reflete na natureza do Capitulo 2, onde €
feita uma apresentacao intrinseca e conceitual dos tenso-
res. Nota-se ali uma auséncia conspicua de teoremas “as-
tutos”. E interessante contrastar este fato com o Capitulo
3, onde ¢ estudada a Algebra de Grassmann e onde sur-
gem aplicagoes interessantes a Teoria dos Determinantes
e a Geometria. No Capitulo 4, que relaciona com a Geo-
metria Diferencial os fundamentos algébricos langados nos
trés primeiros capitulos, os uUnicos tensores usados sao os
anti-simétricos do Capitulo 3.

Nestas notas nunca aparece o famoso “delta de Kronec-
ker” nem é adotada a chamada “convencao de Einstein”. O
primeiro poderia trazer alguma vantagenzinha ao nos pou-
par de escrever duas ou trés palavras a mais. A segunda nao
sO é desnecessaria mas € francamente absurda. As atrapa-
lhacoes que causa nao compensam o trabalho de se escrever



um Y aqui e ali. Ao deixar de lado essas notagoes, pres-
tamos nossa singela homenagem a Kronecker e Einstein,
que devem ser lembrados por motivos mais sérios. Por ou-
tro lado, adotamos o uso classico de, sempre que possivel,
por em diferentes alturas os indices repetidos. Assim proce-
dendo, poupam-se erros quando se escrevem os somatorios:
primeiro poem-se as letras principais e depois preenchem-se
os indices, de modo que “dé certo”.

Brasilia, 6 de novembro de 1964
Elon Lages Lima

Prefacio da segunda edicao

Para esta edigao, publicada tantos anos apds a primeira,
o texto mimeografado original foi digitado eletronicamente
e algumas corregoes tipograficas foram feitas. A notacao e
a terminologia anteriores foram mantidas.

Agradeco a Arturo Ulises Fernandez Pérez e a Renan
Finder pela revisao final do texto.

Rio de Janeiro, outubro de 2010
Elon Lages Lima



Prefacio da terceira edicao

Este livro apareceu inicialmente, sob forma mimeogra-
fada, na colecao “Notas de Matematica”, hoje extinta. Mui-
tos anos depois, algumas pessoas me convenceram que va-
leria a pena uma republicacao. O texto foi entao digi-
tado eletronicamente e incluido na série “Publicagoes Ma-
tematicas”. Esse processo fez ocorrerem diversos erros ti-
pograficos, os quais foram cuidadosamente apontados pelo
Professor Carlos Matheus, a quem agradeco. As devidas
correcoes foram incorporadas nesta terceira edicao.

Rio de Janeiro, abril de 2012
Elon Lages Lima
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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

Faremos, neste capitulo, uma revisao sucinta dos conceitos
basicos da teoria dos espacos vetoriais, com a finalidade
de fixar terminologia e notacoes que usaremos no decorrer
deste curso. Tencionamos ser breve nesta recapitulagao,
a0 mesmo tempo em que nos esforcamos para dar ao lei-
tor os conhecimentos de Algebra Linear necessarios a uma
leitura proveitosa destas notas. Para uma exposicao mais
detalhada, o leitor podera consultar o texto de Algebra Li-
near que sera publicado pelo autor, daqui a trinta anos, na
colecao “Matematica Universitaria” do IMPA.

1.1 Nocao de espaco vetorial

Chamaremos de escalares os elementos do corpo 1" dos
nimeros reais; assim faremos porque nos interessam apenas
0s espacos vetoriais sobre o corpo dos reais.

Um espaco vetorial V é um conjunto de elementos, de-
nominados vetores, satisfazendo aos seguintes axiomas:
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a) A todo par u, v de vetores de V corresponde um vetor
u + v, chamado soma de u e v de tal maneira que:

1) u+ v =v+ u (comutatividade da adi¢ao);
2) u+(v+w) = (u+v)+w (associatividade da adigdo);

3) existe em V um vetor 0 (denominado vetor nulo, zero
ou origem) tal que u + 0 = u para todo v em V;

4) a cada vetor u em V corresponde um vetor —u tal
que u + (—u) = 0.

b) A todo par A, u, onde A é um escalar e u um vetor em
V corresponde um vetor A u, chamado produto de X e u, de
tal maneira que:

1) a{fu) = (af)u (a multiplicagdo por escalar é associ-
ativa);

2) 1-u=u, para todo u em V/;

3) Mu—+v) = Au+ v (distributividade da multiplicagao
por escalar em relagao a soma de vetores);

4) (a+ B)u = au + Pu.

Decorrem dos axiomas acima algumas regras formais
de calculo algébrico nos espacos vetoriais, que sao intei-
ramente analogas as regras de operacoes com nimeros. A
unica diferenca é que nao se postula a possibilidade de mul-
tiplicar vetores. Daremos alguns exemplos. Outras regras
adicionais serao livremente usadas a seguir.
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Usamos o mesmo simbolo 0 para indicar o escalar nulo
e o vetor nulo em V. Tal pratica nunca originara confusao.

(i) Seu+w=v+w, entdo u=v.

Com efeito, somando —w a ambos os membros, vem:
(u+w)+(—w) = (v+w)+(—w) ou seja, u+ (w+ (—w)) =
v+ (w+ (—w)), donde u+ 0 = v + 0 e, finalmente, u = v.

Para abolir o pedantismo, nunca usaremos parénteses
em expressoes do tipo (v + v) + w, j4 que o significado
de u + v + w é univoco, em virtude da associatividade.
Analogamente, escreveremos u — v, em vez de u + (—v).

(ii) Para todo v € V, e todo escalar a, tem-se 0-v =20 e
a-0=0.

Em virtude de (i), basta mostrar que 0-v 4+ v = v e
a-04+a-0=qa-0. Em primeiro lugar, temos 0 - v +
v=w+1l-v=(0+4+1)v =1 -v=wv Nosegundo caso,
a-0+a-0=a(0+0)=a-0, como desejavamos.

(ili) Para todov € V, vale —1-v = —v.

Com efeito, v+ (—1)v=1-v+ (-Dv =1+ (-1))v =

0-v=0. Logo, em vista de (i), temos —1-v = —v.

Segue-se que (—a)v = a(—v) = —(av), para todo es-
calar a, pois (—a)v = (=1-a)v = —1 - (aw) = —(aw) e
a(—v) =a(-1-v) =(a(-1))v=(—a)v

(iv) Se a-v =0, entdo a =0 ou v = 0.

Com efeito, se fosse a # 0 e v # 0, entdo = (a - v) =

v # 0, logo nao poderia ser o - v = 0, por causa de (ii).
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Exemplos de Espacos Vetoriais

1) Para cada inteiro n > 0, indicaremos com R™ o con-
junto de todas as n-uplas ordenadas (a' . ..a™) de niimeros
reais.

Dados u = (a!,...,a") ev = (B'...3") em R", defini-
remos a soma u + v e o produto Au, de v por um escalar
A, como

u+v=(a,p...,a" + 3",
Mu= (\at,..., Aa™).

Considerando 0 = (0,...,0) € R", temos u +0 = u
para todo © € R". Pondo —u = (—al,...,—a"), temos
u+(—u) = 0. Os demais axiomas de um espago vetorial sdo
facilmente verificados. R"™ é portanto um espaco vetorial.
Quando n = 1, temos R! = R = reta real. Para n = 2,
temos R? = plano numérico. R é o “espaco numérico

tri-dimensional” da geometria analitica classica.

2) Seja C(X) o conjunto das fungoes reais continuas
f: X — R, definidas em um subconjunto X qualquer da
reta. Definimos a soma de duas fungoes f,g € C(X) e o
produto A\f de f € C(X) por um escalar A da maneira
dbvia:

(f +9)(x)
(Af) (=)

f(z) + g(z)
A f(x).

Deste modo, C'(X) torna-se um espago vetorial, cujo
zero é a funcao identicamente nula.

Para fixar as idéias, podemos imaginar, no exemplo
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acima, X = [0,1] = intervalo fechado unitario. Escreve-
remos entao simplesmente C' em vez de C([0, 1]).

3) Seja P o conjunto dos polinémios reais p = ag+at+
o+ a,t™. Com a soma e o produto por um escalara defi-
nidos da maneira habitual, P torna-se um espaco vetorial.
Do mesmo modo, se fixarmos um inteiro n e considerarmos
apenas o conjunto F,, dos polinémios de grau < n, veremos
que P, é ainda um espago vetorial relativamente as mesmas
operagoes.

4) Consideremos o plano euclidiano II, da Geometria
Classica. Como se sabe, cada par de pontos A, B € 1II
determina um segmento de reta, cujas extremidades sao
estes pontos (quando A = B este “segmento” reduz-se ao
préprio ponto A.) Diremos que tal segmento é um seg-
mento orientado quando escolhermos um dos seus extremos
para chamaéa-lo de origem e chamarmos o outro extremo de
fim. Convencionaremos escrever AB para indicar o seg-
mento orientado de origem A e fim B. Se quisemos tomar
B como origem, escreveremos BA.

Diremos que os segmentos orientados AB e CD sao
equipolentes se eles forem “paralelos, de mesmo compri-
mento e de mesmo sentido”, isto é, se AB e C'D sao lados
opostos de um paralelogramo, no qual AC' e BD formam
o outro par de lados opostos.

Escreveremos AB = CD para indicar que o segmento
orientado AB ¢ equipolente a C'D. Verifica-se que a relacao

AB = CD é reflexiva, simétrica e transitiva. Indicare-
—>
mos com AB o conjunto de todos os segmentos orientados
—> —>

equipolentes a AB. Assim AB = CD é o mesmo que
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AB =CD.

Chamaremos o conjunto AB> o vetor livre determinado
por A e B. Indicaremos com Ly o conjunto de todos os
vetores livres do plano II. Dados dois vetores livres u,v €
L5 , e escolhido um ponto arbitrario A € II, pode-se sempre

_— —>
escrever u = AB, v = AC, com B,(C € Il univocamente

determinados.
—_—
Definimos entao u+v = AD, onde D é o quarto vértice

do paralelogramo que tem A, B, C' como vértices restantes.

Definimos também o produto Au de um escalar A por um
—_—> —>
vetor u = AB como o vetor u = AC', onde C esta sobre

a reta AB, o comprimento A\|AC| é igual a A\|AB| e A
esta entre B e C' ou nao, conforme A < 0 ou nao. Estas
operacoes fazem de L, um espacgo vetorial: o espaco dos
vetores livres do plano.

1.2 Bases de um espaco vetorial

Um sistema de vetores {z1,...,x;} em V é dito linear-
mente dependente se existe uma k-upla (a?, ..., aF) de es-
calares nem todos nulos, tais que a'zy + --- + ofx, = 0.
Se a'zy + -+ ofx, = 0 implicaa* =0,i=1,...,k, o
sistema {x1,...,z;} diz-se linearmente independente.

7/

Proposigao 1. Um sistema {x1,...,x1}, com k > 2 ¢
linearmente dependente se, e somente se, existe pelo menos
um vetor xp, h > 2 que € combinacdo linear dos vetores
precedentes.
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Demonstracao: Como a suficiéncia é 6bvia, demonstrare-

mos somente a necessidade da condicao. Seja (al,...,a")
k

uma k-upla de escalares nao todos nulos tais que > o'x; =

0e ol

1=1
o tltimo o ndo-nulo, entdo oz, = > —alz; e
_ 1<h
% ; o
portanto z, = > —— x;. Agora basta tomar ' = ——
ok oh
1

para chegarmos ao resultado desejado.

1

Um sistema finito {ey,...,e,} de vetores de um espacgo
vetorial V' diz-se uma base de V se

1) é linearmente independente e

2) gera V, isto é, todo vetor v € V se exprime como
uma combinagao linear dos elementos do sistema.

Quando existe uma base {e1, ..., e,} C V, dizemos que
V' é um espaco vetorial de dimensdo finita. No que se segue,
consideraremos apenas espagos vetoriais reais, de dimensao
finita, exceto quando for feita uma mencao explicita em
contrario.

Proposigao 2. Um sistema de vetores {e1,...,e,} de um
espaco vetorial V' constitui uma base se, e somente se, qual-
quer vetor v do espaco as exprime de maneira Uunica como
combinacao linear dos elementos do sistema.

mn mn
Demonstragao: De fato, se v = > a’e; e v = > (e,
i=1 i=1
n . .
por subtracdo obtemos 0 = > (a® — §')e; e, como o sis-
i=1
tema {ey, ..., e,} é linearmente independente, o — 3* = 0,
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i=1,...,n, portanto o' = 3*. Isso demonstra metade da
proposi¢do. Reciprocamente, se o sistema {ej,...,e,} de
vetores de V' é tal que todo vetor v € V' se exprime, de ma-
neira unica, como combinacgao linear dos seus elementos,
entdo o sistema {ey,...,e,} é linearmente independente e
portanto uma base. Isso resulta do fato de que o vetor 0
se exprime de uma maneira unica como combinacao linear

dos elementos do sistema {e,...,e,}. De fato, escrever
mn

S~ ate; = 0, é exprimir o vetor 0 como combinacao linear
=1

zios e; . Por outro lado, Oe; + - - - + 0e,, = 0. Pela unicidade
da maneira de exprimir o vetor 0 como combinacao linear
dos e;, obtemos o' =0,i=1,...,n.

Nossa intencao é definir a dimensao de um espago ve-
torial, de dimensao finita V', como o niimero de elementos
de uma ase qualquer de V. Para isso devemos estar certos
de que este nimero ¢ o mesmo, qualquer que seja a base

tomada. E o que nos assegura o seguinte

Teorema 1. Duas bases quaisquer do mesmo espaco veto-
rial de dimensao finita tém o mesmo niumero de elementos.

Demonstragao: Seja & = {ey, ..., e,} uma base do espaco
vetorial V. Mostraremos que todo conjunto {fi,..., fi}
com um numero m > n de vetores de V' é linearmente de-
pendente e portanto nao pode ser uma base de V. Dai
resultara que duas bases quaisquer de V' possuem o mesmo
numero de elementos. Procuraremos, portanto, achar es-

m .
calares G',..., 3™, ndo todos nulos, tais que Y B7f; = 0.
j=1

n
Como &£ é uma base, temos f; = > aje;, para cada
i=1
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7 =1,2,...,m. Devemos entao obter os escalares 3’ de
m mn
modo que Y ( a}ei> = 0, ou seja,
j=1 i=1
mn

Z Em:ﬁjozj- e; = 0.
j=1

1=1

Como os vetores e; sao linearmente independentes, de-
m

veremos ter » ﬁjoz; =0,7=1,...,n. Isto é:
j=1
a4 +al =0
aift 4+ -+ a0l ™ =0

Usando a hipétese m > n, esse sistema de n equagoes
nas m incognitas (3 possui pelo menos uma solucao nao

. m

trivial 8], j = 1,...,m. Portanto, Zﬁgfj = 0 sem que
i=1

todos os coeficientes 3] sejam nulos. ]

Agora, podemos definir dimensdo de um espaco vetorial
V', de dimensao finita, como o numero de elementos de uma
base de V.

Uma demonstracao do Teorema 1, onde nao se usam
resultados de equagoes lineares, pode ser encontrada nos
livros de Birkhoff-Mac Lane e Ilalmos citados no inicio
deste capitulo. Colocamos aqui esta demonstracao a fim de
chamar a atencao do leitor pra a estreita relagao existente
entre os espagos vetoriais de dimensao finita e os sistemas
de equacodes lineares com um numero finito de incégnitas.
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Exemplo 5. O leitor podera verificar com facilidade que o
sistema {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} cons-
titui uma base do espaco vetorial do Exemplo 1. Também
o conjunto {1,¢,¢%,...,t"}, formado de polindmios, consti-
tue uma base do espaco vetorial P, do Exemplo 3. Essas
bases sao denominadas bases canonicas ou naturais, pois,
como podemos observar, elas se impoem naturalmente a
partir da prépria definicao dos espacos R™ e P, . Aprovei-
tamos a oportunidade para observar que o espaco vetorial
C' do Exemplo 2 nao é de dimensao finita.

1.3 Isomorfimos

Consideremos dois espacos vetoriais V' e W. Uma aplicagao

T:V — W é chamada transformacao linear quando
T(u+v) =T(u) 4+ T(v) para todo par u,v € V;
T(Au) = AT (u) para todo escalar A e todo u € V.

Proposicao 3. Seja T: V — W uma transformacao [i-
near. Entao:

a) T(0) =0

b) T € biunivoca se, e sé se, T(x) =0 implica x = 0.
Demonstragao: a) Temos que: T(0) = T7(0,0) = 0,
T(0) =0.

b) Em primeiro lugar, T biunivoca e x # 0 implicam
que T(x) # T(0) = 0. Para a reciproca, se T'(x) = T'(y),
segue-se que T'(x —y) =0,donde z —y =0, ez = y.

Exemplos: 6) Tomando V = W = R™ a aplicagdo T'(x) =
ax, onde a é um escalar, é uma transformagao linear (cha-
mada homotetia de razao a).
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7) A aplicacao m;: R — R, que ao vetor x € R™ asso-
cia sua i-ésima coordenada, ¢ também uma transformacao
linear (chamada i-ésima projecao).

Uma transformacao linear I: V — W satisfazendo as
condicoes:

1) I(xz) = 0 implica z = 0;

2) para todo w € W, existe um v € V tal que I(v) = w;
é chamada de isomorfismo. Neste caso, V e W sao
ditos isomorfos.

Um isomorfismo [: V — W ¢ portanto uma trans-
formacao linear biunivoca de V' sobre W'.

Exemplos: 8) A transformagdo linear do Exemplo 6 é
um isomorfismo, desde que tomemos o escalar a nao-nulo,
enquanto a aplicacao m;: R — R com n > 1, do Exem-
plo 7 nao é um isomorfismo, pois nao é biunivoca, como
facilmente se verifica.

9) Escolhamos uma base no espago Ly, do Exemplo 4.
Entao, vé-se facilmente que Lo é isomorfo a R?, pela apli-
cacao que a cada u € Ly associa suas coordenadas na base
prefixada em L.

Um isomorfismo I entre dois espacos vetoriais preserva
todas as propriedades desses espacos que sao definidas a
partir dos axiomas. Por exemplo, se I: V — W é um

isomorfismo e {ey, ..., e,} é uma base de V', entao o sistema
{fl = 1(61), ceey fn = I(en)}
é uma base de W. Com efeito, o sistema {f,..., fn} é li-

nearmente independente pois, se a1 f1 + -+ a, fr = 0, ou
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seja oy I(e1)+---+ay I{e,) = 0, pela linearidade de I, ob-
temos I(aje1+ -+ age,) = 0. Como I é um isomorfismo,
I{oie1 + -+ 4+ age,) = 0 implica aje; + -+ + age, = 0;
logo a; = 0, pois {e1,...,e,} é uma base. Dado w € W,
como [ é um isomorfismo, existe um

n
=3
=1

pertencente a V tal que I(v) = W, isto é,

n

w=1Iv)=1 (Zﬁiei) = Zﬁil(ei) = Zﬁifi;

=1

w se escreve, portanto, como combinacao linear dos ele-
mentos do sistema {f1,..., fn} e nossa afirmacdo estd to-
talmente demonstrada.

Proposicao 4. Sejam V e W espacos vetoriais de mesma
dimensaon e A:' V. — W uma transformacao linear. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) A € um isomorfismo;
ii) A € biunivoca;
iii) A € sobre W.
Demonstragao: E evidente que i) implica ii). Mostremos
que ii) implica iii). Suponhamos, por absurdo, que exista
um vetor w € W que nao seja da forma w = A(v) com

v € V. Entao,se £ = {e1,...,e,} éumabasede V, wnao é
combinagao linear dos vetores f; = A(e1),. .., fn = Alen),
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pois w = ¥ B f; implicaria w = A(v), com v = ¥ B%; . Ora,
a biunivocidade de A acarreta imediatamente que os f; sao
linearmente independentes e portanto, pela Proposicao 1,
{fi,..., fn,w} é um sistema de n + 1 vetores linearmente
independentes no espaco W, que tem dimensao n. Isto
contraria a demonstragao do Teorema 1. Logo A é sobre
W. De maneira semelhante, mostra-se que iii) implica ii).
Como i) é a reunido de ii) e iii), segue-se que i), ii) e iii)
sao equivalentes.

Convém observar que este teorema so é valido se V
e W tém mesma dimensao. As projecoes constituem um
exemplo de aplicagoes sobre que nao sao biunivocas. A
imersao de uma reta no plano mostra uma aplicagao linear
biunivoca que nao € sobre.

Mostraremos agora que dois espacos vetoriais de mesma
dimensao sao isomorfos. Como o composto de dois iso-
morfismos ainda é um isomorfismo, € suficiente provar o
seguinte

Teorema 2. Todo espaco vetorial V' de dimensao n € iso-
morfo ao R™.

Demonstragao: Seja {ei,...,e,} uma base de V. De-
mn
finamos uma aplicagdo I que ao vetor v = > a’e; de V
i=1
associa a n-upla (al,...,a") de R™. Esta aplicacio estd
bem definida, pois v se exprime de maneira Unica como
combinagcao linear dos e;, e estabelece o isomorfismo dese-
jado, como facilmente se verifica.
Como dois espagos vetoriais isomorfos nao podem ser
distinguidos por nenhuma propriedade definida a partir dos
axiomas, o teorema acima parece indicar que basta estudar
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os espacgos vetoriais R"™. Tal porém nao é o caso. Dado
um espaco vetorial abstrato V', de dimensao n, os varios
isomorfismos entre V' e R™ dependem da escolha de bases
em V. Se a escolha de uma base £ define, como no teorema
acima, um isomorfismo I de V' em R", que leva um certo
vetor v € V em I(v) = (a!,...,a"), entdo a escolha de
outra base F define um novo isomorfismo J tal que J(v) =
(B, ...,0") onde os §° podem ser distintos dos a’. Assim,
nao é permitido identificar V' com R", pois dado um vetor
v € V nao se pode saber exatamente a n-upla que a ele
corresponde, ja que nenhuma base de V' se destaca das

demais para a definicao do isomorfiswmo em questao.

Diremos que um isomorfismo I de V em W é canonico
se a definicao de I nao envolve escolhas arbitrarias. Por
exemplo, o isomorfismo entre V' e R™ definido no teorema
anterior nao é canonico, pois depende da escolha de uma
base. Apresentaremos a seguir um exemplo de isomorfismo
canonico.

Exemplo 10. O conjunto C dos nimeros complexos cons-
titui um espago vetorial com as operagoes de soma e pro-
duto por um numero real. A aplicacdo I: C — R? que ao
complexo a + bi associa o par (a,b) € R? é um isomorfismo
canonico. Assim, podemos dizer que um ntimero complexo
pode ser pensado como um par de nimero reais.

Estudaremos adiante um outro exemplo importante de
espacos isomorfos canonicamente a saber: um espacgo veto-
rial de dimensao finita V' com o seu “bi-dual” = V**.
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1.4 Mudancas de coordenadas

Vejamos, agor, qual a relacao que existe entre as coordena-
das de um vetor relativamente a uma base e as coordenadas
do mesmo vetor relativamente a outra base.

Sejam € = {ey,...,en} e F = {f1,..., fn} duas ba-
ses de um espago vetorial V. Exprimindo os f; com com-
binagao linear dos e; , obtemos

fj:Z)\;-ei, ]:1,,7’L

O quadro formado pelos n® niimeros X%, i,5 =1,...,n,
de acordo com o arranjo abaixo indicado, é o que se chama

uma matriz.
( AL AL AL

22

n

mn mn mn
\ AP Az
Note-se que )\"3- esta na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Nestas notas, adotaremos sistematicamente a seguinte
convencao sobre as maneiras de escrever uma matriz: quan-
do a matriz A = ()\;) tiver seus elementos com um indice
inferior e outro superior, o indice superior indicara sempre
a linha e o inferior a coluna em que se encontra o elemento
)\"; Quando, porém, tivermos que escrever uma matriz
A = (\;) com dois indices inferiores, ou A = (AY) com
indices superiores, o primeiro indice dira a linha e o segundo
indice dird a coluna em que se encontra o elemento \;; (ou

Nid),
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Mais exatamente, A é chamada a mairiz de passagem
da base £ para a base F.

Tomemos um vetor v € V e exprimamo-lo sucessiva-
mente como combinagao linear dos e; e dos f;:

v:Zaiei, v:Zﬂjfj.
i J

Na segunda dessas igualdades, substituamos f; pelo seu
valor f; = > A e;, obtendo
i

v = E o E Nei | = E E N O] e
J v J J
Como v se exprime de maneira Unica como combi-

nagao linear dos e;, comparando v = > a'e; com v =
i

1

> | 22N | e, podemos escrever:
J

of =) N, i=1...n
J

Esta é a relacao entre as coordenadas o', de v na base &,
e as coordenadas 37, do mesmo vetor v na base F. Note-se
que a matriz A, de passagem de £ para F da a passagem
das coordenadas de v na base J para as coordenadas rela-
tivamente a £€. Houve uma inversao de sentido, por isso,
os vetores de um espaco V' sao, as vezes, chamadas vetores
contravariantes.

Em algumas situacoes, a nocao de base, ou referencial,
precede a de vetor. (Quando isso se da, os vetores sao
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definidos a partir dos referenciais, de tal maneira que as
suas coordenadas nos diversos referenciais satisfacam a “lei
de transformacao de coordenadas” expressa pela férmula
acima. Daremos, no Capitulo 4, um exemplo de uma si-
tuacao concreta em que este fenomeno ocorre.

1.5 Espaco Dual

Uma funcao f: V — R, com valores escalares, definida,
num espaco vetorial V', satisfazendo as condigoes

flu+v)=f(u)+ flv) uw,veV

flau) = af(u) u € V e a escalar,

é denominada funcional linear ou forma linear sobre o
espacgo vetorial V. Chamaremos de V* o conjunto dos fun-
cionais lineares sobre o espago vetorial V. E f4cil verificar
que se f,g € V* e a é um escalar, entao f + g € V*,
af € V* onde

(f +9)(u) = f(u) + g(u),
(af)(u) = afu).

Com estas operacoes, V* constitui um espaco vetorial
denominado espaco dual de V. Da mesma maneira que os
elementos de um espaco vetorial V' sao chamados wvetores
contravariantes, os elementos de V* sao chamados vetores
covariantes.

Seja £ = {e1,...,e,} uma base do espago vetorial V.
Um funcional linear f € V* fica determinado quando co-
nhecemos os n nimeros:

f(el) = 0y, .. .,f(en) = Oy .



18 [CAP. 1: ESPACOS VETORIAIS

De fato, se v = > &' e; entdo

fo)=F (D €e) =D € fle) = € au.

Por outro lado, dada uma base £ = {e1,...,e,} de V,
uma n-upla arbitraria de nimeros (aq,...,a,) determina
um funcional linear f a saber: o funcional definido por

f)y=> &a

onde os £' sao as coordenadas do vetor v na base €.

A cada base £ = {ey,...,e,} do espago vetorial V,
corresponde uma base £* = {e!, ..., e"} do espago vetorial
V*, chamada base dual de £, assim definida: se v =Y £'e;
entao

e'(v) = £, i=1,...,n,

isto é, e é o funcional linear que ao vetor v associa a sua
1-ésima, coordenada na base £. Devemos demonstrar que
E* é, de fato, uma base. O sistema £* = {e',..., e"} é
linearmente independe, pois > A; ' = 0 significa

<Z Ai ei> (v) = Z Niet(v) =0

qualquer que seja o vetor v € V. Fazendo sucessivamente
v=e;,j=1,...,n,obtemos Y A\ e'(e;) =0,j=1,...,n,
5

; 1 se 1=
6(6]’):{

€ COomo

0 se 1#7

a soma do primeiro membro se reduz a J\; , portanto \; = 0,
7 =1,...,n. Por outro lado, todo funcional linear f é
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combinagdo linear dos elementos de £*, pois de f(v) =
F(S € e) =3 € f(er), como € = ei(v), obtemos f(v) =
ST azet(v) = (O az€t) (v), (fazendo f(e;) = ;). Isto é,

f =3 a;€, o que demonstra totalmente nossa afirmacao.

Exemplo 11. Sejam A um aberto do R" e f uma funcao
real, diferencidvel, definida em A. A maneira mais conve-
niente de definir a diferencial de f em um ponto p € A é
como um funcional linear sobre o espago vetorial R". E o
que faremos a seguir.

A derivada %(p) da funcao f, no ponto p, relativamente
a um vetor v € R™ é definida por

o ot tv) — f(p)

t—0 t
Se v = (a',...,a"), demonstra-se facilmente, usando a
regra de derivacao das fungoes compostas, que

af of i

—(p) = -(p) a’.

5 (p) 9 (p)

Usando-se esta ultima expressao, é facil verificar que %(p)
goza das seguintes propriedades:

af _of af n
1) m(p)— %(p)Jr%(p), v,w e R",
of . Of

2) v € R" e A escalar.

30w) (p) = A (D),

Assim, dados p e f, a aplicagdo v — g%(p), de R™ em R
é um funcional linear. Esta é, por definicao, a diferencial
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de f no ponto p, a qual se indica com df,. Desta maneira,

df, aplicada no vetor v = (a?,...,a") assume o valor
of of i .
oy D)X galp)ats o é
of
dfp(v) - i axz Q.

Como sabemos, o espaco R™ possui uma base canonica,
formada pelos vetores e;=(1,0,...,0)..., e,=(0,...,0,1).
As funcoes coordenadas x*: A — R, que associam a cada
ponto ¢ € A sua i-ésima coordenada x*(q), fornecem as di-

ferenciais dz!, ..., dz", as quais, no ponto p € A, sdo, como
ja vimos, funcionais lineares dz’ € (R™)*. Afirmamos que
drl,...,dz", é a base dual da base canonica {ey,...,e,}.
Com efeito, se v = (al,...,a™), vem que
. oxd .
dz? (v) = o', j=1,...,n
oz’
i
Como
. 1 se 1=
oz’
ort ’
0 se 1#7
obtemos dz’(v) = o/, portanto {dz',...,dz"} constitui a
base dual da base {e1, ..., e,} como queriamos demonstrar.

A expressao conhecida

N9

— (p) da’
: 57 (P) dz’,

dfp
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que exprime a diferencial de uma funcao f como com-

binacao linear dos dz®, pode ser obtida substituindo-se em

df,(v) = 3" 2L(p) o, o pelo seu valor dzi(v),i=1,...,n.

De fato, assim procedendo, obtemos
of ;
&y(v) = 3 52 (p) da'(v)
para todo vetor v € R", o que significa
of ;

Como a base £ e sua dual £* tém o mesmo nimero de
elementos, a dimensao do espaco dual de um espaco vetorial
V éigual a dimensao de V', portanto V' e V* sao isomorfos.
Se & ={e,...,en} e & ={el, ... e"} é a base dual de &,
a aplicacdo Teg: V — V* que ao vetor v = Y a'e; associa
o funcional Tg(v) = 3 a'e’ é um isomorfismo que depende
da base {ei,...,e,}, pois se tomdssemos uma outra base
F={f1,--., fu} aaplicacdo Tr: V — V* definida de ma-
neira analoga a 7' seria também um isomorfismo mas nao
necessariamente o mesmo. Nao nos é sempre possivel cons-
truir um isomorfismo canonico entre V' e V* e portanto nao
devemos identificid-los. Entretanto, é admissivel identificar
V com (V*)*, como mostraremos agora.

Escreveremos V** em vez de (V*)*, para indicar o
espaco dual de V'*.

Teorema 3. FEriste um isomorfismo canonico I entre
Ve V™,

Demonstragao: Definimos uma transformacao linear [
assim: se v € V, I(v) é o funcional que a cada ¢ € V*
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associa o escalar ¢(v), isto é, I(v)(y) = p(v). A aplicagao
I é biunivoca, isto é, I(v) = 0 implica v = 0. De fato,
I(v) = 0 significa que I(v)(¢) = ¢(v) = 0 qualquer que
seja v € V*. Seja &€ = {e1,...,e,} uma base de V, e
suponhamos que v = Y a'e;. Entao

o) =Y a'pler) = 0

qualquer que seja ¢ € V*. Considerando a base dual

E* = {e!,...,e"} e tomando sucessivamente ¢ = e!, ¢ =
2 N
e, ..., =¢" obteremos

al=0,a°=0,...,a" =0,

donde v = 0. Como V e V** tém a mesma dimensao segue-
se, da Proposicao 4, que I é um isomorfismo. O leitor
podera observar facilmente que a definicao de I nao envolve
nenhuma, escolha arbitraria, portanto I ¢ um isomorfismo
canonico.

Observagao: Somente para espacos de dimensao finita
existe o isomorfismo V =~ V**. Isto se exprime dizendo que
tais espagos sao reflerivos. Quando a dimensao de V' é infi-
nita, dada uma base & = {e,} de V', o conjunto £* = {e*},
definido de modo andlogo ao do texto, é formado por fun-
cionais e® linearmente independentes, mas nunca gera V*,
logo nao é uma base de V*. Assim, a aplicacao linear
I:V — V* é sempre biunivoca mas nao é sobre V**, a
menos que dim V seja finita. Somente os espacgos de di-
mensao finita gozam da propriedade de reflexividade. O
leitor podera encontrar, em Analise Funcional, a afirmacao
de que certos espagos de dimensao infinita sao reflexivos,
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mas é bom ter em mente que ali tais espagos possuem to-
pologia, e os funcionais lineares considerados sao apenas os
continuos. No caso puramente algébrico (inico que estuda-
mos aqui), o nimero cardinal de uma base de V**, quando

infinito, é sempre maior do que o numero cardinal de uma
base de V, isto é, dim V** > dim V.

1.6 Subespacos

Um subconjunto W de um espago vetorial V' chama-se su-

bespaco vetorial de V quando goza das seguintes proprie-
dades:

1) seu,veW,entdou+ve W,
2) seu €W e\ éum escalar, entdo \u € W.

Proposicao 5. A intersecao W = NV, de uma familia
qualquer de subespacos V; C V € ainda um subespaco
de V.

Demonstragao: Sejam u,v € W; entao, u,v € V;, para
todo i, e por conseguinte u + v € V;, para todo 7. Assim,
u+v € W. A demonstracao de que \u € W, X escalar e
u € W, é andloga.

Dado um conjunto qualquer X, de vetores de um espaco
vetorial V', consideremos a intersecao W = NV, de todos os
subespacos de V' que contém esse conjunto. O subespaco
W C V é denominado o subespaco gerado pelo conjunto X.

Proposicao 6. Seja X um conjunto qualquer de vetores de
um espaco vetorial V. O conjunto de todos os vetores obti-
dos combinando linearmente os valores de X € o subespaco
de V' gerado por X.
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Exemplo 12. Se ¢: V — R é um funcional linear, entao
¢ 1(0) é um subespaco de V. De fato, se u,v € ¢ *(0),
entdo p(u) = p(v) = 0, portanto p(u+v) = o(u)+ @(v) =
0 e plau) = ap(u) = 0, onde a é um escalar, ou seja,
u+veau € ¢ 1(0), o que demonstra nossa afirmacao. No
caso em que ¢ = 0, isto é, ¢ é o funcional identicamente
nulo, é claro que p~1(0) = V. Se ¢ # 0, entdo o subespaco
¢ 1(0) chama-se um hiperplano do espago vetorial V. De-
monstraremos adiante que quando dimV = ne ¢ # 0
entao dim ¢ 1(0) = n — 1, o que justifica a denominacio
de hiperplano. Aqui, nos limitaremos a exprimir em coor-
denadas o subespaco ¢ ~1(0). Tomemos {ey,...,e,} uma
base de V; aplicando p a v = > £'e; e fazendo ¢(e;) = oy
obtemos p(v) = Y «; £ onde pelo menos um dos a; nao é
nulo, pois ¢ # 0. Assim, podemos escrever

P O)={v=3 e Y g =0},

ou seja, ¢ 1(0) é o conjunto dos vetores v = (£!,...,&")
que satisfazem a equacao

arél o a " =0.

Mais geralmente, se T: V — W é uma transformagcao
linear, entdo 7'(0) é um subespaco de V (ntcleo de T') e
T(V) é um subespago de W (imagem de T)).

A nocao de subespaco vetorial nos fornece uma nova
razao para nao nos restringirmos a considerar os espaco R"
como Uunicos espacos vetoriais. Com efeito, um subespaco
k-dimensional do R™ nao é, necessariamente, um espagco
RF. (Por exemplo, uma reta passando pela origem em R
nao é o conjunto dos nimeros reais e sim um conjunto de
pares de ntiimeros reais.)
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1.7 Espacos Euclidianos

Um produto interno num espago vetorial V' é uma corres-
pondeéncia que a cada par u, v de vetores de V' associa um
escalar u - v, satisfazendo as seguintes condicoes:

1) u-v=v-u;

2) (utv) - w=u-w+uv-w
3) (Au)-v=Au-v);

4) uw-u>0; u-u>0seuz#0

(Onde u,v,w € V e A é um escalar.)

Um espago vetorial euclidiano é um par (V, -), isto é,
um espago vetorial munido de um produto interno. Dado
um vetor u num espaco vetorial euclidano V', denominare-
mos norma de u, e indicaremos com |u|, o escalar \/u - u
(aqui s6 é considerado o valor positivo da raiz).

Exemplos: 13) Os exemplos mais conhecidos de espagos
vetoriais euclidianos sao os R™ com o produto interno u-v =

S atf onde u=(al,...,a") ev=(08...,0").

14) Dado um espago vetorial V| podemos torné-lo eu-
clidiano de uma infinidade de maneiras distintas, uma das
quais é a seguinte: fixamos primeiro uma base {e1,...,e,}
de Veseu=> aeev=> e, definimos u-v =
S~ oB. Isto mostra que, num certo sentido, a classe dos
espacos vetoriais euclidianos nao constitui uma classe mais
restrita que a classe dos espacos gerais.

Num espaco vetorial euclidiano V', dois vetores u, v
dizem-se ortogonais quando u-v = 0. Se uq,...,ur € V sao
vetores dois a dois ortogonais (isto é, u;-u; = 0 para i # j)
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e nao-nulos, entdo o conjunto {uy,...,ux} € linearmente
independente. Com efeito, se fosse

Zaiuizo

entao, tomando um u; fixo qualquer, terfamos

0=u,- Zaiui :Zai(uj-ui):ozj,|uj|2.
i i

Como u; # 0, segue-se que o/ = 0. Assim todos os coefi-
cientes da combinagao linear ) a’u; sdo nulos e os u; sdo
linearmente independentes.

Proposicao 7. Em um espaco vetorial euclidiano V', de
dimensao n, todo conjunto {ui,...,u,} de n vetores ndo
nulos, dois a dois ortogonais em V', é uma base de V.

Uma base £ = {ey,...,e,} de um espago vetorial eucli-
diano chama-se ortonormal se

0 quando 1 #j
1 quando =7

isto é, uma base é ortonormal quando é formada por vetores
unitarios e dois a dois ortogonais.

Em relagdo a uma base ortonormal {e;,...,e,} de um
espaco vetorial V', o produto escalar de dois valores u =
> ate; e v =) e; toma uma forma particularmente
simples:

u-v = <Z 0/61-) : <Z ﬁj€j> = ;aiﬁj(ei'ej) =) ol
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pois
; 0 se 1#7
€€ = L
1 se 1=

Veremos a seguir que toda base pode ser ortonorma-
lizada, portanto em todo espaco euclidiano V existe uma
base em que o produto interno é expresso da maneira
acima: u-v =Y a'3'. No entanto, as vezes somos forcados
a trabalhar com bases nao-ortonormais. Neste caso, o pro-
duto interno de u e v é dado por

u-vzg gi; '3 onde g;;=-e;-¢€;.
,J

O processo de ortonormalizacdo de uma base { f1, ..., fn}
a que nos referimos acima, consiste essencialmente no se-
guinte: como f; # 0 escreveremos e; = |§—1|; supondo que
tivéssemos definido {ey, e, ..., ex_1} definimos

fo = 2 (fr - ei)e

i<k

A

i<k

€k

Por indugdo, verifica-se facilmente que {ei,...,e,} é
uma, base ortonormal.

Teorema 4. Se V ¢ um espaco vetorial euclidiano, eriste
um isomorfismo canonico J entre V e o seu dual V'*.

Demonstracao: Definamos uma aplicacao J: V — V*
que, ao vetor v € V, associa o funcional linear J(v) € V*
definido por J(v)(u) = w - v. Por ser o produto interno
linear em u, J(v) é de fato um funcional linear; por ser o
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produto interno linear em v, J é uma transformacao linear.
Como V e V* sao espacos de mesma dimensao, teremos
demonstrado o isomorfismo quando demonstrarmos que a
aplicacao J é biunivoca. Se u # 0 entdo J(u)(u) = wu -
u # 0, portanto J(u) nao é identicamente nulo, pois existe
um vetor u € V tal que J(u)(u) # 0. Isso demonstra
a biunivocidade de J. Evidentemente, a definicao de J
nao depende de uma base ou de qualquer outra escolha
arbitraria em V', por isso J é um isomorfismo canonico.

Em virtude deste teorema, nao ha grande interesse em
se considerar o dual de um espaco vetorial euclidiano.
Quando V' é um espago vetorial euclidiano, pode-se sem-
pre substituir um funcional linear f € V* pelo vetor u =
J7(f) € V. O resultado f(v) da operagiao de f sobre um
vetor v € V ficard substituido pelo produto interno u - v;
por isso é que, no calculo vetorial classico, onde o tnico
espaco vetorial considerado é o espaco euclidiano R™, nao
intervém explicitamente a nocao de funcional linear. Por
isso também é que, em espacos com produto interno, pode-
se deixar de fazer distincao entre vetores covariantes e con-
travariantes.

Consideremos um espago vetorial euclidiano V' e uma

base £ = {e1,...,e,} de V. Determinaremos em seguida
as coordenadas «; do funcional J(v) relativamente a base
dual £&* = {e!,... e"} em funcao das coordenadas o’ de

v € V relativamente a base £.

Ja sabemos que a i-ésima coordenada de um funcional
linear relativamente a base dual £€* é obtida aplicando o
funcional no i-ésimo vetor da base &£; assim «o; = J(v)e;,

i=1,...,n. Mas, de J(v)(e;) = e;-v=1e;-Y. al(e; - ¢j),
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segue-se que

ozz-zg gijo onde gi;=¢€;-€;.
J

A passagem das coordenadas o’ para as coordenadas
a; , de acordo com a expressao acima, € conhecida como
operacao de baizar indice. Este sistema pode ser resolvido
de maneira a nos permitir passar das «o; para as o E
a operacao de subir indice. A fim de obter a expressao
explicita das coordenadas o' em termos das «;, conside-
raremos a matriz (¢g¥), inversa da matriz (g;;). (Vide §9,
adiante.)

Obtemos entao:

a' = g g7 a; .
J

Quando a base £ é ortonormal, obtemos a; = o

Ou seja, neste caso, o funcional J(v), expresso na base
E*, tem mesmas coordenadas que o vetor v, expresso na
base £.

Como exemplo de aplicagao do isomorfismo J, temos
o gradiente de uma funcao real, diferenciavel, f: A — R,
definida em um aberto A do R™. Dado um ponto p € A,
sabemos que a diferencial de f no ponto p é o funcional
linear df, € (R")* tal que df,(v) = %(p) para todo vetor
v € R™. O gradiente de f (no ponto p) serd agora definido
como o vetor V f(p) € R™ que corresponde a df, pelo iso-
morfismo canénico J: R™ — (R™)* (induzido pelo produto

interno natural do R™). Assim:

Vip)=J(dfy).
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Portanto, o gradiente V f(p) fica caracterizado pela pro-
priedade de ser

v-Vf(p) = dfy(v), para todo vetor v € R".

Como a base canonica & = {ey,...,e,} do espago R" é
ortonormal, as componentes do vetor V f(p) relativamente
a esta base sdo as mesmas do funcional df, = J(Vf(p))
relativamente & base dual £* = {dz',...,dz"}. Assim,
as componentes do gradiente V f(p) com respeito a base
ortonormal £ sao os nimeros

(o ghw )

Convém salientar que, em muitos problemas de Analise
e de Geometria, € conveniente tomar bases nao-ortonormais
no espaco R"™. Quando se procede assim, as coordenadas
do vetor gradiente nao tém uma expressao tao simples e
concisa, de modo que a definicao de V f que demos acima se
torna mais comoda, por ser intrinseca, isto €, independente
de sistemas de coordenadas.

Tomemos um espago vetorial euclidiano V. Sejam £ =
{ei,...,e,} uma base de V e v = > a'e; um vetor de
V. Os escalares o', ..., a" sdo denominados componentes
contravariantes do vetor v relativamente a base £, ao passo
que os escalares a; = e;-v sao chamados componentes cova-
riantes de v. Se £ é uma base ortonormal, as componentes
covariantes de um vetor coincidem com suas componentes
contravariantes. De fato:

—p. . =—e - to | — o .o =nd 74—
aj=e; - V=€, g a'e; —g a'(ej-e)=a’, j=1,...,n.
i i
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As componentes covariantes de v podem ser obtidas
aplicando o funcional J(v) aos elementos de £: J(v)(e;) =
e;-v = a; . Mas, aplicando o funcional J(v) a base &€, obte-
mos, como ja vimos, as componentes (contravariantes) de
J(v) na base £*. Desta maneira, as componentes contra-
variantes de J(v) na base £* coincidem com as covariantes
de v na base £. Note-se que este resultado, ao contrario do
precedente, nao exige que a base tomada seja ortonormal.

O leitor deve ter percebido que empregamos sistemati-
camente as seguintes convengoes de indice, como uma con-
cessao ao método classico de expor o cdlculo tensorial:

Em toda sequéncia v, vs,vs,... de vetores (“contra-
variantes”) os indices sdo colocados em baixo da letra,
enquanto que os indices das coordenadas (contravarianes)
L ..., €" de um vetor v = Y £'e; sdo sempre superiores.
Por outro lado, uma sequéncia f!, f2,... de funcionais li-
neares ( “vetores covariantes”) tem indices superiores, mas
as coordenadas aji,...,qa, de um funcional f = Y «;f*
sao dotadas de indices inferiores. Isto faz com que, num so-
matério, um indice segundo o qual se soma (“indice mudo”)
aparega sempre superiormente e inferiormente. (Mais pre-
ciso seria dizer quase sempre: nos espacos euclidianos, a
distincao entre indice superior e indice inferior desaparece.)

Entretanto, nao adotaremos a chamada “convencao de
Einstein”, que consiste em indicar as somas do tipo Y a*3;
por a'B;. Tal convencao ndo é auto-consistente e, numa
apresentacao intrinseca do calculo tensorial, ela é inteira-
mente dispensavel.
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1.8 Soma direta e produto carte-
siano
Sabemos que, dados dois conjuntos quaisquer X e Y, o seu

produto cartesiano X X Y é o conjunto de todos os pares
ordenados (x,y), onde x percorre X e y percorre Y. Assim:

XxY ={(z,y);ze X,ye Y}

Analogamente, dados dois espacos vetoriais V e W defi-
nimos o seu produto cartesiano V x W, considerando-os
como conjunto que sao. Acontece, porém, que nao ficamos
aqui, pois podemos introduzir em V x W uma estrutura de
espaco vetorial definindo ai as operagoes

(v,w) + (', w") = (v+v,w+ )
Ao, w) = (Av, Aw)

onde v, v/ € V, w, w' € W e X\ é um escalar. Continuamos
chamando este espago vetorial de produto cartesiano de V

por W.

Proposicao 8. Se& ={ey,...,ent e F={f1,..., fp} sao
bases de V e W respectivamente, entdo €+ F={(e1,0),...,
(€n,0),(0, f1),...,(0, fp)} € uma base de V-x W.

Demonstracao: De fato,

ai(er,0) + - + an(en, 0) + B1(0, f1) + -+ Bp(0, f) =0
significa

aje;r + -+ ape, + 504+ 4+58,0=0
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a0+~ +a,0+061fi+--+ 5 fp=0.

Como os e; e os f; sao linearmente independentes temos
a; = 0e B; = 0. Portanto £ + F € um sistema linearmente
independente. Por outro lado, se z € V x W, entao z =
(v,w), onde v € V e w € W assim,

z = (v,w) = (Z a'e;, Z ﬁjfj> =
— Z a’(e;, 0) + Z 3(0, £3),

portanto todo z € V x W se exprime como combinacao
linear dos elementos de £ + F. Do exposto, concluimos
que dim(V x W) = dimV + dim W, isto é, a dimensao
do produto cartesiano € igual a soma das dimensoes dos
fatores.

Consideremos, agora, dois subespacos V de W de um
espaco vetorial Z. Dizemos que Z é a soma direta de V' e
W e escrevemos Z =V & W quando

1) todo vetor z € Z se exprime como soma de um vetor
v € V com um vetor w € W, isto é z = v + w;

2) esta maneira de exprimir z é Unica. isto é, se z =
v+w=v4+uw,comv, v €Veww €Wentdov=1"¢e
w=w.

Esta segunda condicdo, em presenca de 1), equivale a
dizer

2) VAW ={o}.

De fato, (2) implica (2’) pois se x € V N W, z pensado
como elemento de Z se exprime de duas maneiras r = x40,
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reV,0eWezxz=04+2,0€V exec W, supondo que
(2) é satisfeita, segue-se que x = 0. Para mostrar que (2’)
implica (2), suponhamos que (2) néo seja satisfeita, isto é,
existe um vetor z € Z que se exprime de duas maneiras
distintas

z=v4+w e z=v+u

onde v, v € V, w, w' € W, mas, digamos, tem-se v # v’
De v+ w = v + w’ obtemos v — v = w’ — w o que mostra
que v — v, além de pertencer a V', pertence também a W,
portanto v — v € V. NW. Por outro lado, como v # v/,
v — v’ é ndo-nulo. Isto demonstra a implicacao desejada.

Se Z =V & W, entao existe um isomorfismo canoénico
T: Z —V x W, assim definido:

T(z) = (v,w)

onde z € Z é o vetor que se exprime, de modo 1inico, como
z=v+w,v eV, weW. Deixamos ao leitor o encargo
de mostrar que T é, de fato, um isomorfismo. Como a
dimensao € invariante por isomorfismos, concluimos que,
se Z =V @& W entao dimZ = dimV + dim W porque,
como ja vimos, dim(V x W) =dimV + dim W

Um produto cartesiano V' x W se decompode como soma
direta dos subespacos V' = {(v,0) € V. x W;v € V} e
W' ={(0,w) e V x W;w € W}. De fato,

1) sexeVxW,z=(v,w) entdo z = (v,0) + (0, w);
2) sex € V' NW' por um lado z = (v,0) e por outro
z = (0,w), logo z = (0,0).

I facil verificar que as aplicacbes V! - Ve W — W
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definidas por
(v,0) = v

(0,w) — w

constituem isomorfismos. Concluimos que um produto car-
tesiano V x W se decompoe como soma direta de sub-
espacos isomorfos canonicamente a V' e a W.

Definimos, aqui, somente o produto cartesiano de dois
espacos; no entanto, de maneira analoga, podemos definir
o produto cartesiano de n espagos. O mesmo se da com a
soma direta, a qual foi definida para o caso de dois sub-
espacos. Neste caso, devemos fazer uma nova formulacao
da condicao (2’). Sendo Vi,...,V, os subespagos em que
um certo espaco Z se decompoe, é a seguinte a reformulacao

de (27):

2”) A interseccao do subespago V; (1 = 1,...,n) com
o subespago gerado pelos outros subespacos V;, j # i, se
reduz ao vetor zero.

Ja vimos que se ¢: V — R é um funcional linear,
¢~ 1(0) é um subespaco do espagco vetorial V. Agora, como
aplicacao do conceito de soma direta, demonstraremos a
seguinte

Proposicao 9. Seja dimV =n e 0 # ¢ € V*. Entdo,
dim ¢=1(0) =n — 1.

Demonstracao: Como ¢, por hipotese, é um funcional
nao identicamente nulo, existe um vetor u € V tal que
w(u) # 0. Consideremos o subespago U = {du; A € R},
cuja dimensao é evidentemente 1. Vamos mostrar que V =
U ® ¢ 1(0). Com efeito,
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1) todo v € V pode ser escrito como

y— 2 .u+(v_ggz; )

e(v)

M-uEUecomogo[v—m-u] = 0, segue-

o(u)
o(v)
o(u)
pode ser escrito como soma de um elemento de U com um

elemento de ¢ 1(0).

E claro que

se que [v — : u] € ¢ 1(0). Concluimos que todo v € V

2) Sewv € UnNp 0) entdo, v = Au por v pertencer
a U e ¢o(v) = 0 por v pertencer a ¢ '(0), portanto 0 =
©(v) = e(Au) = Ap(u) e como ¢(u) # 0 temos A = 0, logo
v=M=0-u=0. Isso demonstra que V = U & ¢~ (0).
Portanto dimV = dimU + dim ¢ !(0). Como dimV =
n e dimU = 1, segue-se que dim ¢ ~1(0) = n — 1, como
queriamos demonstrar.

1.9 Relacao entre transformacoes
lineares e matrizes

Sejam E={es,...,e,} e F={f1,..., fp} bases dos espagos
vetoriais V' e W respectivamente. Uma transformacao li-
near A: V. — W fica determinada quando conhecemos
pn escalares, que formam o que chamamos a matriz o =
[A; €, F] da transformagdo A relativamente as bases £ e
F. Obtemos estes pn escalares assim: aplicamos a trans-
formacgao A aos elementos da base £ e obtemos elementos
do espaco vetorial W que, portanto, sao combinagoes line-
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ares dos elementos de F:
A(e]) - Za;fz )

As coordenadas o dos elementos A(e;) sao os pn escalares
formadores da matriz a:

1 1

a; ... O
a=|: s
D D

al Oén

Se v =) &’e;, entdo as coordenadas ' de A(v) rela-
tivametne a base J sdo os escalares ) a’¢’, isto &,

k
7=1,....,n
=) aidl,
J L= 1)' y D
De fato,
A)=> & Alej)=> ¢ (Z a}fi) =) (Z ozﬁ-&j) fi
J t t J

o que demonstra nossa afirmacao. Como as coordenadas
de A(v) na base F dependem somente das coordenadas
de v, &7, e da matriz a = (ozj-) esta, de fato, determina a
transformagdo A. Os elementos da matriz a = [A4; &, F|
sao, por assim dizer, as “coordenadas” da transformacao
linear A relativamente as bases £ e F.
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O conjunto L(V, W) de todas as transformagoes lineares
de V em W constitui, de modo natural, um espaco vetorial
de dimensao np, se n e p forem as dimensoes de V e de W
respectivamente. Sao as seguintes as operacoes que fazem
de L(V, W) um espago vetorial:

(A+ B)(v) = A(v)+ Bv) veV
(M) (v) = X - A(v) v €V e X escalar.

Por outro lado, o conjunto M (p x n) das matrizes reais
de p linhas e n colunas constitui também um espaco ve-
torial de dimensao np, onde a soma e o produto por um
escalar sao as operagoes conhecidas. Toda vez que fazemos
uma escolha de bases £ e F em V e W respectivamente,
estabelecemos um isomorfismo

0: LIV,W)— M(p xn)

que a transformacao A associa a sua matriz relativamente

as bases £ e F,
0: A— a=[AE F].

A aplicacdo 6 é biunivoca porque, como ja vimos, uma
transformacao fica perfeitamente determinada quando co-
nhecemos sua matriz relativamente a bases £ e F prefixa-
das, portanto cada matriz o é imagem de, no maximo, uma
transformacio A. A aplicacdo 6 é sobre, pois se o = (oz})
é uma matriz, a transformagao linear B definida por

Ble) = Y aif:, {izl’“"p

7=1,....n
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é tal que 0(B) = a. A linearidade de 6 decorre do fato de
que, se

e]>=§_ja;ifi e Ble;) =Zﬁ;ﬁfi
entao

(A+ B)(e;) = Ale;) + Bley) Zafﬂrzafz—

:Zaj—l—ﬁ;-

e
(AA)(e;) = X - Ae;) = X - Za fl—z i) fi
A base canoénica do espago vetorial M (p x n) é consti-
tuida pelas pn matrizes que na posicéo i, j (i=1,...,p, j =
1,...,n) tém o escalar 1 e nas demais posigoes zeros:
1 0 0 01 0 . 0 (8 o 0\
0 0 0 00 0 . 0 '
0 0
0 0 0 0 00 0 \0 0 1/

Uma base de L(V,W) é constituida pelas pn trans-
formacoes lineares que por 6 sao aplicadas nas matrizes
acima, ou seja, sao as transformagoes lineares F;;: V — W,
assim definidas

EZ](GJ):fZ ’I;:l,...,p,, jzl,...,n
Eij(ex) =0 k#J
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Observemos que a base {E1,..., Ej;, ..., Epy}, relaci-
onada pelo isomorfismo 6 com a base canénica de M (p x n)
acima exibida, nao é candnica. O isomorfismo 6 estabele-
cido entre L(V, W) e M(p x n) ndo é canodnico.

Dadas as transformagoes lineares A: U - Ve B: V —
W, definimos a transformacao linear BA: U — W, cha-
mada produto de B por A, como a transformagao que ao
elemento u € U associa o elemento B(A(u)) € W:

BA(u) = B(A(w)), u e U

Consideremos bases € = {e1,...,e,}, F={f1,---, fm}
eG={91,...,9n} em U, V e W respectivamente. Sejam
(a¥) = [A.€,F] e (B;) = [B; F,G] as matrizes das trans-
formacoes A e B nas bases £, F e F, G respectivamente.
Entao

Ale) =Y offi e B(fi) =) Bigi.
k i

Portanto,

BAle) =B (Z a?fk) =2 BU) =
k k
- ZO‘? (Zﬁigz) :Z Zﬁli@?] iy
i k

k i
Concluimos que a matriz (v}) = [BA; £, 3], da transforma-
cao BA relativamente as bases £ e G, é dada por

Yi=Y Biak, i=1..h j=1,..n
k=1
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A matriz (7}) é chamada produto da matriz (3}) pela
matriz (oz"f). Observamos que, para definirmos o produto
BA das transformacoes lineares B e A, é preciso que B es-
teja definida no espaco vetorial onde A toma valores. Assim
é que, somente quando as transformagoes A e B sdo de um
espaco vetorial V' em si mesmo, podemos definir ambos os
produtos AB e BA, que, por sinal, nao sao necessariamente

igualis.

Agora, consideremos somente transformagoes lineares
A:V — V de um espaco vetorial de dimensao n em si
mesmo. Neste caso, convencionaremos tomar somente ma-
trizes de A da forma a = [A; €&, ] as quais indicaremos
simplesmente por a = [A; £] e chamaremos de matriz de A
relativamente a base &.

Uma transformagao linear A: V' — V', biunivoca e so-
bre V', é chamada ndo-singular ou tnvertivel. Neste caso,
existe uma transformacao A~! chamada inversa de A, tal
que

ATA=AA"1 = identidade.

4

E imediato que a transformacao inversa de uma trans-
formacao linear é também linear. Lembramos, além disso,
que de acordo com a Proposicao 4, para que uma trans-
formacao linear A: V — V seja invertivel, basta que seja
biunivoca (ou entéo se faga sobre V).

Qualquer que seja a base £ escolhida em V', a matriz
da transformacao identidade /: V — V é a matriz
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o
—
o
o

\é)oo Y

com unidades na diagonal e zeros nas outras posigoes. Esta
é chamada matriz identidade. Se o = [A; E] é a matriz de
uma transformacao linear invertivel A relativamente a uma,
base £ e § = [A7!;£] é a matriz de sua inversa relativa-
mente & mesma base, entdo como AA 1 =A"1A=1,

af = pa=1,.

A matriz § é chamada matriz inversa de o e é indi-
cada por a~!. A matriz de uma transformacao invertivel é
também denominada tnvertivel.

Sejam a = (o) = [A;€] e B = (3}) = [A; F] matrizes
de uma transformacao A: V — V relativamente as bases
E= {61, . en} e F ={f1,..., fu} respectivamente, entéo

Zae] e A(fr) = Zﬂ’ffk,

onde i, 7, k,r=1,...,n
Chamemos de \ = ()\;) a matriz de passagem da base
F para a base £. Assim
=2 X fi
k

Portanto,

J



[SEC. 1.9: RELACAO ENTRE TRANSFORMACOES LINEARES E MATRIZES43

Por outro lado, aplicando A em e; = > Al f,., obtemos
T

Ale;) = A <Z )‘;fr> == NA(f) =
DN )\7{] i

=D X\ (Zﬁffk) =3
r k
Comparando as duas expressoes obtidas para A(e;),

k
Venl: .
D Aol =) BN,

J

isto é, Aa = B\, ou seja o = A3\, pois toda matriz
de passagem de bases é invertivel, porque a transformacao
linear que ela define leva uma base noutra base e portanto
é invertivel. Podemos entao enunciar a seguinte:

Proposicao 10. Sejam A: V — V uma transformacao
linear e £, F bases de V. Se a = [A;€] e B = [A; F|,
entao

a =15\,
onde A € a matriz de passagem da base F para a base £.

Sejam £ = {ey,,en} e F = {f1,..., fn} duas bases de
um espaco vetorial V e A = ()\;) a matriz de passagem da
base F para a base £; temos assim

A seguinte proposi¢ao nos mostra como podemos passar
da base dual F* = {f' ..., f"} para a base dual £* =

{e',... e"}.
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Proposicao 11. Sejam £ e F bases de um espaco vetorial
V e & F* suas bases duais em V*. Se X € a matriz de
passagem de F para £ entao a matriz de passagem de F*
para £* € igual a \71.

Demonstragao: Sabemos que, sendo ()\;) a matriz de pas-
sagem de F para £, as coordenadas (a',...,a") de um ve-
tor v relativamente a base £ estao relacionadas com suas
coordenadas (G, ..., ") relativamente a base F por

Consequentemente, A é a matriz de passagem da base £*
para a base F*, portanto a matriz de passagem da base F*
para a base £* é A7, isto é, se

= ulf
entdo (p%) = A~ Por fim, se ¢ € V* se escreve como
o= a;ed =) Biff e = plf

entao

/BZ:Z/.L‘,ZOZJ, iajzla"'an'
J



[SEC. 1.9: RELACAO ENTRE TRANSFORMACOES LINEARES E MATRIZES45

A demonstracao deste fato é analoga a que foi feita para o
caso dos vetores contravariantes.

Atencao: A definicdo que demos para a matriz de pas-
sagem de uma base para outra depende essencialmente
da posicao dos indices dos elementos dessas bases. Mais
explicitamente, se tomamos as bases X = {x1,...,z,} e
Y = {y1,...,yn} e matriz de passagem de X para Y é a ma-
triz A = (A}) tal que y; = >° A% z; . Lembremos que o indice

2
superior numa matriz indicard sempre a linha. Ora, se es-
crevermos os MESMOS elementos de X e Y com indices
superiores: X = {z',... 2"} e Y = {y',..., 4"} entdo te-

i J i - P

remos y/ = Y u; x*. Se mantivermos a convengao (1til) de
i

que os indices superiores de uma matriz indicam as linhas

e os inferiores indicam sempre as colunas, veremos agora,

que a nova matriz (u]) = p de passagem da mesma base X

para a mesma base Y ndo é igual a A = (};). Na realidade

1 € a transposta de A, isto é, as linhas de p coincidem com
S Y

as colunas de A: p; = A.



Capitulo 2

Algebra Multilinear

Trataremos, neste capitulo, dos principais conceitos e resul-
tados da Algebra Multilinear, os quais giram em torno da
nocao de produto tensorial de espacgos vetoriais. Com a fi-
nalidade de simplificar as discussoes, consideraremos quase
sempre aplicacoes bilineares, em vez de trabalharmos com
o caso p-linear geral. A passagem de 2 a p > 2 se faz
trivialmente.

2.1 Aplicacoes bilineares
Sejam U, V', W espacos vetoriais. Uma aplicagao
o:UxV =W,

do produto cartesiano de U por V em W chama-se bilinear
quando é linear em cada um dos seus argumentos sepa-
radamente. Ou, de modo mais preciso, quando goza das
seguintes propriedades:

46
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1) o(u+u',v) = ¢(u,v) + o(v, v);
2) o(u,v+ ) = d(u,v) + ¢(u, v);
3)  ¢(Au,v) = ¢(u, Av) = Ap(u,v)
quaisquer que sejam u,u’ € U, v,v' € V e )\ escalar.

Uma aplicacao bilinear ¢: U x V — R, do par U, V no
espaco vetorial R dos numeros reais é chamada um funci-
onal bilinear, ou uma forma bilinear.

Indicaremos com L(U, V; W) o conjunto das aplicagoes
bilineares ¢: UxV — W do par U, V no espaco vetorial W.
L(U,V ;W) constitui um espago vetorial, de modo natural,
onde as operagcoes de soma, de duas aplicacoes e produto de
uma aplicacao por um numero real sao definidas como se
faz habitualmente, entre funcoes.

No caso de W = R, escreveremos B(U, V), em vez de
L(U,V; R), para indicar o espago das formas bilineares so-
bre o par U, V. E, finalmente, quando U = V, escreve-
remos B(U), em vez de B(U,U) para indicar o espago das
formas bilineares sobre U.

Proposicao 1. Sejam U, V e W espacos vetoriais, £ =
{e1,...,em} uma base deU e F = {f1,..., fu} uma base de
V. Dada arbitrariamente uma mn-upla de vetores w;; € W
(i=1,...,m; j =1,...,n), eriste uma unica aplicacdo
bilinear ¢: U x V. — W tal que ¢(e;, f;) = wij para todo
e; € € etodo f; € F.

Demonstracao: Mostraremos primeiro a unicidade. Se
u=Y aeev=>) Ff,(1<i<m,1<j<n)sdo ve
tores arbitrarios de U e V respectivamente, a bilinearidade
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de ¢ nos da:
= Z aiﬁj(eia f]) — Z aiﬁj Wiy
i,J ,J

0 que mostra ser a aplicacao ¢ univocamente determinada
pelas condigoes ¢(e;, fj) = w;;. Reciprocamente, dados
arbitrariamente os vetores w;; € W (e feitas as escolhas
prévias das bases £ e F), a expressao

= Zoﬂﬂj Wij <u = Z Oéi@z‘ y U= Z ﬂij)
t,J

define, sem ambiguidade, uma aplicagao ¢: U x V — W,
a qual é evidentemente bilinear e satisfaz ¢(e;, f;) = w; .

Proposicao 2. Sejam U, V, £ e F como na Proposicao 1.
Seja ainda G = {¢g1,...,9,} uma base de W. Entdo:

1) Para cada i, j, k, com1<i<m,1<j<nel<
k < p, existe uma unica aplicagdo bilinear &, U UXV > W
tal que 7 (es, ;) = gr € £ (er, fs) =0 se v # i ou s # j;

2) As aplicagoes 5,3 constituem uma base do espaco
vetorial L(U,V;W). Por conseguinte, dim L(U,V ;W) =
mnp

3) As coordenadas de uma aplicagdo bilinear ¢ €
LUV, W) relatwamente a base {&; 1 sdo os ndmeros f

tais que 625(6@, f]) Z ij 9k -

Demonstracao: Para comprovar a primeira afirmagao,
dados 9, jo, ko, tomamos, na Proposicao 1, w;; = g, se

z:zoe]—jo,eww—OSez#zoou]#]O As
condigoes £°'°(e;, f;) = w;; definem entdo, univocamente,
O
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uma aplicagao bilinear &, 0‘70 que satisfaz as exigéncias da

parte 1). Para demonstrar 2), mostremos primeiro que
as aplicagoes Ek] sao linearmente independentes. Ora, se

Z )\k 5” = 0, entdo, em particular
0,5,k

Z (ZA’%’” (er, f:) ) > AGE (en, f) =0,
0,3,k

quaisquer que sejam 7, s, com 1 <r<mel <s<n. Em
virtude da definicao dos Ek] , isto significa que

Z)\I:sgk - Oa
k

quaisquer que sejam r, s da forma acima. Como os g; sao
linearmente independentes, isto acarreta A\*, = 0 quais-
quer que sejam r, s e k, o que nos da a independeéencia
das aplicagoes & ‘7 Em seguida, constataremos que es-
tas aplicagoes geram L(U,V;W). Com efeito, dado ¢ em
L(U,V;W), consideremos os nimeros ffj definidos como
no enunciado da parte 3). Mostraremos que se tem

o= &i&l

1,5,k

Para isto, basta mostrar que, para cada e, € £ e cada f, €
JF tanto ¢ como a aplicacao bilinear do segundo membro
da igualdade acima alegada assumem o mesmo valor no par

(er, fs). Ora, por um lado, temos ¢(e,, fs) = Z ¢k g1, e, por

outro lado, como S,ij(er, fs) =0 parai # r ou ] # 5, temos
também

Z fk (C/"U era fs Zf era fs Zfrsgka

1,5,k
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o que comprova a igualdade alegada, e demonstra simulta-
neamente 2) e 3).

Seja ¢: U x V. — W uma aplicagao bilinear. Para
cada uy € U fixo, a aplicagdo T(up): V — ¢(up,v) €
uma aplicacao linear de V em W, ou seja, um elemento de
L(V, W), o qual depende linearmente do parametro uy € U.
Estas consideragoes serao formalizadas na proposicao a se-
guir.

Proposicao 3. Sejam U, V, W espacos vetoriais. Indi-
quemos com

K: L(UV;W) — LU, L(V,W))

a aplicacdo que associa a cada elemento ¢ € L(U,V;W) o
elemento T' = K(¢) € L(U, L(V,W)) assim definido: para
u € U, T(u) € LV,W) € tal que [T(u)](v) = ¢(u,v),
veV. Entao K € um isomorfismo canonico.

Demonstracao: Verifica-se imediatamente que K é bem
definida, isto é, que, para cada ¢: U x V — W bilinear,
K (¢) pertence, de fato, ao espago L(U, L(V, W)). Também
é claro que K(¢ + ¢') = K(¢) + K(¢') e que K(\p) =
MK (¢). Para mostrar que K é um isomorfismo, basta veri-
ficar sua biunivocidade, ja que o dominio e o contradominio
de K tém obviamente a mesma dimensao. Seja, pois,
e L(U,V:W) tal que K(¢) = 0. Entéao [K(¢)|(u) = 0
qualquer que seja u € U, e portanto {[K(¢)](u)}(v) = 0,
quaisquer que sejam u € U e v € V. Mas, pela definicao
de K, tem-se {[K(®)](u)}(v) = ¢(u,v). Logo, ¢(u,v) =0
para todo u € U e todo v € V, o que significa ¢ = 0. Isto
conclui a demonstragao.
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E claro que existe também um isomorfismo candnico

LU VW)= L(V,LUW)).

2.2 Produtos tensoriais

Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensoes m e n
respectivamente. Chamamos produto tensorial de U por V'
a todo par (Z, ¢) que satisfaca os seguintes axiomas:

1) Z é um espago vetorial e ¢: U x V — Z é uma
aplicagao bilinear de par U, V em Z,

2) dim Z = dim U dim V;

3) &(U x V) gera Z, isto é, todo elemento de Z pode

ser obtido como combinagao linear (e portanto como soma)
de elementos de ¢(U x V).

Os axiomas 2) e 3), em presenga do axioma 1), sdo
equivalentes a um unico axioma 2’), que assim se enuncia:

2) Se & ={e1,...,em}t e F = {f1,..., fu} sdo bases
de U e V respectivamente, entdo a mn-upla ¢(e;, f;), 1 <
1 <m, 1< 75 <n, forma uma base de W.

Com efeito, admitamos 1), 2) e 3). Dados u = Y _ a'e;
em Uev=> (f; em V, entdo, pela bilinearidade de ¢,
obtemos

d(u,v) = o'F (e, f7),
,J

ou seja, para todo u € U e todo v € V, ¢(u,v) se exprime
como combinagdo linear dos elementos ¢(e;, f;). Portanto,
se p(U x V) gera Z, entdo a mn-upla ¢(e;, f;) também gera
Z. Mas por 2), dim Z = mn. Logo esta mn-upla é uma
base de Z, donde se conclui 2’). A reciproca é evidente.
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Em seguida, mostraremos que, dados dois espacos
vetoriais U e V, existe um par (Z, ¢) satisfazendo aos axio-
mas acima, e que tal par € inico a menos de um isomorfismo
canonico; ou por outra, mostraremos a existéncia e unici-
dade do produto tensorial de dois espacos vetoriais U e V.

Existéncia: Daremos, em seguida, trés construcgoes do
produto tensorial.

Primeira construgao. Sejam & = {ej,...,en} e
F =A{fi,..., fu} bases em U e V respectivamente. To-
memos como Z um espaco vetorial qualquer de dimensao
mn. Escolhamos

H:{hll,...,hij,---,hmn}

uma base de Z definamos ¢: U x V' — Z, nos pares (e;, f;),
e; €&, [j € F, por ¢(e;, f;) = hi; , e estendamos ¢ por bi-
linearidade para os pares restantes, de acordo com a Pro-
posicdo 1. O fato de que o par (Z, ¢) satisfaz os axiomas
acima é evidente, a partir da sua prépria construcao.

Segunda construcao. Tomaremos como Z o espaco
vetorial B(U, V)*, dual do espago das formas bilineares so-
bre o par U, V. Definiremos ¢: U x V — Z como a
aplicacao que ao par (u, v) associa o elemento ¢ € B(U,V)*
= Z tal que

Y(w) = w(u,v) paratodo w € B(U,V).

Em outras palavras, [¢(u,v)](w) = w(u,v). A bilineari-
dade de ¢ segue-se imediatamente desta definicao e da bi-
linearidade de cada w € B(U, V). Para verificar o axioma
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2’), consideremos £ = {e1,...,ent e F ={f1,..., fn} ba-
ses de U e V respectivamente. Como dim Z = dim B(U,
V) =dimB(U.V) = dimU. dimV = mn, basta mostrar
que os elementos de mn-upla ¢(e;, f;) sdo linearmente inde-
pendentes, para concluir que eles constituem uma base de
Z. Ora, se > A7 ¢(e;, f;) = 0, entdo [ > A9 ¢(e;, )] (w) =
%, 2y
0 qualquer que seja o elemento w € B(U,V). Em ou-
tros termos, > AY w(e;, f;) = 0 para todo w € B(U,V).
Para cada e, EJ £ e cada f; € F, definamos um elemento
W = Wrs € B(Ua V)a pondo wrs(erafs) =1le wrs(eiafj) -
0sei # rouj # s Segue-se entao daquela relacao
geral que, para todas as escolhas de r e s, tem-se 0 =

S AT wes(ey, f;) = A%, donde se conclui que os elementos
i,J

¢(e;, f;) sdo linearmente independentes e o espago B(U, V),
juntamente com a aplicagao ¢ aqui definida, constitui um

produto tensorial de U por V.

Terceira construcao. Consideremos o espaco vetorial
L(U*, V), das aplicagoes lineaes do dual de U em V, e
definamos a aplicagao ¢: U x V — L(U*, V), que associa
ao par *u,v) a aplicagdo linear T' € L(U*,V) tal que

T(w)=w(u) v, pprawe U ueclUeveV.

Em outras palavras, [¢(u, v)](w) = w(w) - v. E claro que
¢ é uma aplicagdo bilinear do par U, V em L(U* V).
Aqui também, dim L(U*,V) = dimU* - dimV = dimU.
dim V' = mn. Assim, basta mostrar que, se E={ey, ..., e}

é uma base de U e F = {f1,..., fm} é uma base de V,
entdo os elementos da mn-upla ¢(eq, f;) sdo linearmente
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independentes. Com efeito, se > AY - ¢(e;, f;) = 0 entédo
1]
[ >~ A9 ¢(es, f;)](w) = 0 qualquer que seja w € U*. Em
%,

particular, tomando w = e* = k-ésimo elemento da base

dual £ = {e',...,e™}, obtemos 0 = Y A7 ef(e;) - f; =
2]

STk Jj, para todo £k =1,...,m. Como os f; sao linear-

j
mente independentes, temos A\*) = 0 para todo & e todo j,

como queriamos mostrar. Concluimos que o espaco vetorial
L(U*, V), munido da aplicagdo bilinear ¢ acima definida,
é um produto tensorial de U por V.

De agora por diante, indicaremos um produto tensorial
de U por V com U ® V; assim, ¢(u, v) sera substituido por
u®u (16-se “u tensor v”). Observamos que, na defini¢ao de
produto tensorial, ndo se tem ¢(U x V) = Z. Isto significa
que nem todo elemento em U ® V' é da forma u® v, embora
todo z € U ® V se exprima como z = > up ® vp. Os
elementos do espaco vetorial U ® V' sao chamados tensores
(de segunda ordem). Os tensores da forma u ® v chamam-
se decomponiveis. A maneira de exprimir um elemento z €
U ® V como soma de tensores decomponiveis nao € tnica.
Basta ver que se tem, por exemplo, (1/2)u ® 2v = u ® v,
como também u Qv+ u' ®v' = (u+v')Qu+u ® (v —v).

Teorema 1. Sejam U @ V' um produto tensorial de U por
V, e W um espaco vetorial qualquer. Se g: U XV — W
¢ uma aplicacao bilinear, entdo existe uma unica aplicacao
linear g: U ®V — W tal que g(u ® v) = g(u,v) para todo
ue U etodovelV.
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Demonstracao: Definimos g: U ® V — W pondo, para
cada z = Y w Qupem UV, g(2) = > g(ug,vg). Em
k

particular, quando se trata de um tensor decomponivel u®
v, obtemos a propriedade acima requerida: g(u ® v) =
g(u,v). Devemos agora mostrar que a aplicagao g:

a) Estda bem definida, isto é, ndo depende da particu-
lar maneira de exprimir o tensor z como soma de tensores
decomponiveis;

b) é linear;

c) € lunica, nas condigoes requeridas.

Consideremos as bases £ = {e1,...,e, em U, e F =

{fi,-.., fa}em V. Se
U = Zo/,iei e UkZZ@‘ij, entao
i J

z:Zuk(@vk:Za};ﬁ,‘iei@fj.
k

0,5,k
Fazendo £Y = Y~ ot 3], podemos escrever z = Y, u,Q@ug =
k

S €9e; ® fj. Assim, os nimeros Y sdo as coordenadas
%]

do tensor z relativamente a base formada pelos tensores
e; ® f; e, como tal, nao dependem da particular maneira de

representar z = Y ug ® v, como soma de tensores decom-
poniveis. Ora, temos §(z) = Y. g(ux, vx) = >_ &9 g(e;, fi)s
k ,J

em virtude da bilinearidade de g. Logo, a aplicagao ¢

tem sua definicao independente da maneira de escrever

z como soma de tensores decomponiveis. Da expressao

g(z) = D€ g(e;, f;), onde os £Y sao as coordenadas de
\J
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z na base {e; ® f;}, vé-se imediatamente que g é uma
aplicacao linear. Por fim, se existisse outra aplicagao li-
near g: U @ V — W tal que g(u ® v) = g(u,v) para todo
u € U e todo v € V, terlfamos, para um z = Y ug ® v, ar-
bitrarioem UV, g(2) =g (O ux Q@ vg) = D g(urp Qug) =
> 9(ue ®vp) = > gur ® v) = g (2w ®uk) = g(2),
donde g = 3.

Corolario. A correspondéncia g — g constitui um 1iso-
morfismo canonico do espaco L(U,V; W) das aplicagdes
bilineares do par U, V em W sobre o espaco LU @V, W)
das aplicacoes lineares do produto tensorial U  V em W.
Isto é:

LUV W)= LUQV,W).

Teorema 2. (Unicidade do produto tensorial.) Sejam
UV eUNYV dois produtos tensoriais de U por V. Ezxiste
um (unico) isomorfismo canénico de U @ V' sobre U XV
que leva u @ v em ulX v, para todo u e U ev € V.

Demonstracao: A aplicacao bilinear g: U x V — U KX
V' que, ao par (u,v), associa o elemento g(u,v) = u X v,
induz, de acordo com o Teorema 1, uma aplicacao linear
g: UV — UKV tal que g(u®v) = ukv. Analogamente,
a aplicacao bilinear h: U x V — U ® V tal que h(u,v) =
u ® v induz uma aplicacao linear WMURV U@V
tal que h(u M v) = v ® v. A aplicagdo linear composta
hog: UQV — UV étal que hog(u®v) = h(ulv) = u®u,
isto é, Eo:cj coincide com a aplicacao identidade no conjunto
dos tensores decomponiveis de U ® V. Como tal conjunto
gera U ® V, segue-se que h o g ¢, ela propria, a aplicagio
identidade. Analogamente, goh é a aplicagao identidade de
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UNXV em UKXYV. Concluimos que g e h sdo isomorfismos,
inversos um do outro. A unicidade de g resulta de ser sua
acao especificada num conjunto de geradores de U ® V.

ue v UR )V

k‘

Observacgao: A demonstragao do Teorema 2 mostra que
a propriedade do produto tensorial expressa no Teorema
1 serve para caracteriza-lo. O enunciado do Teorema 1 é,
muitas vezes, usado para definir produto tensorial.

2.3 Alguns isomorfismos candnicos

Comecemos com o mais simples. Considerando R como
espaco vetorial (de dimensao 1) sobre si préprio, o produto
tensorial R®V devera ter dimensao igual a de V. Na reali-
dade, existe um isomorfismo canonico RV ~ V', caracte-
rizado por transformar o ® v em aw, para todo escalar o e
v € V. Basta notar que a aplicagao bilinear ¢: RxV — V,
dada por ¢(a, v) = av tem as propriedades requeridas para
fazer do par (V, ¢) um produto tensorial de R por V. Em
seguida, aplique-se o Teorema 2 para obter o isomorfismo
canonico desejado:
RV V.



58 [CAP. 2: ALGEBRA MULTILINEAR

Ja vimos que o espago vetorial L(U*, V') das aplicagoes
lineares do dual de U em V (32 construgdo), assim como
o espago vetorial B(U, V)*, dual do espago das formas bi-
lineares sobre o par U, V (22 construgéo) constituem pro-
dutos tensoriais de U por V'; portanto, em vista da unici-
dade acima demonstrada, valem os isomorfismos canonicos
abaixo:

UV ~BUV) ~ LU,V).

Explicitamente, o isomorfismo canonico entre U ® V' e
B(U,V)*, dado pelo Teorema 2, é a aplicacao que, ao tensor
decomponivel u®w, associa o funcional linear ¢ € B(U, V)*
tal que Y(w) = w(u,v), paraw € B{U,V),uec U,v e V.
Com efeito, este funcional ¥ é o “produto tensorial” de u
por v de acordo com a Segunda Construcao.

Analogamente, de acordo com a Terceira Construcao, o
produto tensorial de u € U por v € V ¢ a transformacao
linear A: U* — V tal que A(f) = f(u) - v para todo
f € U*. Portanto o isomorfismo canonico entre U ® V
e L(U*,V) leva o tensor decomponivel u ® v na aplicagao
linear A: U* — V tal que A(f) = f(u)v, f € U*, u €
U, v € V. Observemos que a imagem de U* por uma
tal aplicacao ¢ um subespaco de V de dimensao 1. Ou
seja, os tensores decomponiveis em U ® V' correspondem as
aplicagbes lineares “de posto 1”7 em L(U*, V).

Proposicao 4. O espaco L(U,V) das aplicagdes lineares
de U em V € canonicamente isomorfo a U* ® V', isto é:

LUV)~U*®V.

Demonstragao: Como U ~ (U*)*, segue-se que

LUV)~ LU, V).
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Por outro lado, substituindo U por U* em L(U*,V) ~
U®V, obtemos L{(U*)*, V) =~ U*® V. Combinando estes
isomorfismos, obtemos o resultado desejado.

O isomorfismo acima, leva o tensor decomponivel fQuv €
U* ® V na aplicagao linear A € L(U,V) tal que A(u) =
flw)v, f € U*, u € U, v € V. Novamente, os tensores
decomponiveis em U* ® V' correspondem as aplicacoes li-
neares A: U — V que tém posto 1 (isto é, a imagem de U
por A tem dimensao 1).

Um caso particular do isomorfismo anterior é

L)~ U*RU,

onde L(U) é o espago vetorial das transformagoes lineares
de U em si préprio.

Assim, as transformagoes lineares A: U — U podem
ser identificadas aos tensores mistos de 22 ordem sobre U,
isto é, aos elementos do espaco U* ® U. Os elementos de
U ® U sao chamados tensores contravariantes de 22 ordem,
e os de U* ® U* sao os tensores covariantes de 22 ordem.

Proposigao 5. Consideremos as bases € = {e1,...,en}
em U, sua dual £ = {e!,....e™} em U*, e E* QR E =
e ®@e;i,j=1,....m} em U*QU. Sejam A: U — U
uma aplicacdao linear e (oz"é-) = [A, €] sua matriz na base £.
Entao as coordenadas, na base E*RE, do tensort € U*QU,
correspondente a A no isomorfismo canénico L(U) = U*Q
U, coincidem com os elementos da matriz (o).

Demonstracao: Lembramos, inicialmente, que a trans-
formagao linear A € L(U) correspondente ao tensor

tZka@)Uk
k
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é definida por A(u) = Y fF(uw)ug, uv € U. Se u, =
k
S Ble; e fFo= Zjvéej, entdo, como ji& sabemos,

fFe;) = Z’yfei(ej) = 7. Portanto,

Ale) =D 5 (Z ﬁ;’iefz) =) (Z 7}“5;1) €.

1

Por outro lado, como (a}) = [A;&], segue-se que A(e;)

Zaéei. Comparando as expressoes acima, obtemos o
i

Z’Yfﬂ}i- Mas é facil ver que o tensor t = > f* ® uy se
k

exprime, na base £* ® &, como ¢t = Y (>, ’Yfﬁ]i) e; @ f7,
,J
donde ¢t = )~ ale; ® f7, o que conclui a demonstragao.
,J
Definido no espaco vetorial U* @ U, existe um funcional
linear natural ¢, caracterizado pela condicao seguinte:

o(f®u)=f(u), feU", uel.

Este funcional é a aplicacao linear induzida em U* QU pela
aplicagdo bilinear g: U* x U — R tal que g(f,u) = f(u).
Assim, temos

¢ (ka(g)uk) = [Fw).
k k

(Cfr. Teorema 1). O funcional linear ¢ composto com
o isomorfismo canénico L(U) ~ U* ® U da um funcional
linear

7: L(U) — R,
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o qual é denominado trago. Se A € L(U) é a transformagao
linear correspondente ao tensor Y. f* ® wy, entdo o traco

de A é
T(A) =) fH(w),
pois 7(A) = ¢ (3 f* ® ).

Proposicao 6. Se (a}) € a matriz de A numa base qual-

quer £, entao o traco de A ¢ a soma dos elementos da
diagonal dessa matriz, isto €,

T(A) = Z ol

Demonstracao: Usando as notacoes ha pouco introduzi-
das, sejam

Up = Zﬁ,‘iej e fF= Z’yfei.
j i

Entao:

=3 [t (D) | -
Z’Yfﬁ;‘iei(ej)] =

=;;ﬁﬂ,@=z(;m) -ye.

1

-
>

onde os £; sdo as coordenadas do tensor } ¥ ® uy, relati-
vamente a base £* ® £, as quais, como ja vimos, coincidem
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com os elementos da matriz (o). Portanto, 7(A) =7 of,
como queriamos demonstrar.

Em consequéncia da proposicao acima, podemos afir-
mar que, se (o) e (3) sdo matrizes da mesma aplicagio
linear A: U — U relativamente a duas bases distintas de
U, entao

ST IS
Proposicao 7. O dual do produto tensorial de U por V é
canonicamente isomorfo ao produto tensorial do dual de U
pelo dual de V :

UV)y =U" V",

Demonstracao: Temos sucessivamente:
(U V)=B(U,V)~LU,L(V,R)) = LUV )=U @V,

onde o primeiro isomorfismo é dado pelo Corolario do Te-
orema 1, o segundo pela Proposicao 3, e o ultimo pela
Proposicao 4.

Corolario. U*@V* ~ B(U,V). Em particular, os tensores
covariantes de 2% ordem sobre U (elementos de U* @ U*)
identificam-se canonicamente as formas bilineares sobre U

(elementos de B(U)).

O isomorfismo dado pela Proposicao 7 associa ao tensor
f®ge U*®V* o funcional linear ¢y € (U ® V)* tal que
P(u®v) = f(u)gv).

O isomorfismo U*@U™* ~ B(U), entre tensores covarian-
tes de segunda ordem e formas bilineares, associa ao tensor
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f®g a forma bilinear f-g, tal que (f-g)(u,v) = f(u)-g(v),
a qual é chamada de produto das formas lineares f e g.
Outra maneira (direta) de obter o mesmo isomorfismo é
usar a unicidade do produto tensorial, tendo observado an-
tes que a aplicacao bilinear ¢: U* x U* — B(U) tal que
&(f,9) = f - g goza das propriedades que fazem do par
(B(U), ¢) um produto tensorial de U* por U*. O mesmo
argumento pode ser usado para demonstrar diretamente o
corolario acima.

Proposicao 8. O produto tensorial goza das sequintes pro-
priedades formais:

HURV~VRU,

2) UV)@W=U® (VeW),

) U V)W UW)s (VeW).

Demonstracao: Os isomorfismos acima sao as unicas
aplicagoes lineares ¢1: UQV — VU, ¢o: (URQV)QW —
U (VeaW)eds: (U V)W - (UW)® (VW)
tals que
Pr{(u®v) =v®u, ¢2[(ukv)@u=u®(vew)

e g3: [(u+v)Quw]=(uew)+ (vew).

O leitor devera demonstrar que as aplicagoes acima consti-
tuem, de fato, isomorfismos (usar a unicidade do produto
tensorial). As propriedades 1), 2), e 3) podem ser denomi-

nadas “comutatividade”, “associatividade” e “distributivi-
dade em relacao a soma direta”.

Atencao: Mesmo num produto tensorial V ® V', nao se
tem, em geral, u ® v = v ® u. A “comutatividade” e-
xiste para produto tensoriais de espacos, mas nao para um
produto u ® v de vetores.
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2.4 Produto tensorial de aplicacoes
lineares

Sejam A: U — W e B: V — Z aplicacoes lineares. O pro-
duto tensorial de A por B é a aplicacao linear AQ B: U ®
V — W ® Z caracterizada pela igualdade

A Bu®v)=AU)® B(v), uelU,veV.

A ® B é obtida, por meio do Teorema 1, como A® B =g,
sendo g: U x V — W ® Z a aplicacao bilinear dada por
9(u,v) = A(u) ® B(v).

Sejam A, B: U—U aplicagoes lineares, e E={ey, ..., em}
uma base de U. Sejam ainda o = (a}) = [A;€] e B =
(8;) = [B;&] as matrizes de A e B na base £. A matriz
[A® B,E ®&], da aplicagdo linear (A B: UQU — URU
na base £ ® £ = {e; ®ej;4,7 = 1,...,m} é denominada
produto de Kronecker, ou produto tensorial das matrizes «
e (3, e € indicada com a ® 3.

Como A(ey) = S ake; e Blep) = 3. fle;, temos:
i J

(A® B)(ex ® ep) = A(er) ® B(en) =

(25

_ 1 Q]
= E ozkﬁhez-@ej,
1,J

e portanto:
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a®f=(ap]) =

1 51 1 51 1 g1 1 g1
(04161 ceeoai By o o B n\
ar By ... oaf B ... B ... ol g
abpl .. Q@ .. apl ... B

n mn n mn mn mn n mn
\Oél 61 e g ﬁn Oénﬁl anﬁn)
Mais abreviadamente, podemos escrever:

aif ... alf
a®f=| : .

atB ... app

Proposicao 9. Sejam A: U -V, B:V - W, A" U —
V', B": V' — W' aplicacées lineares. Entdo

BA® BA =(BB)YAQA): UU' - WeW'.

Demonstragao: Temos [BA® B'A'l(u @ v') = BA(u) ®
B'AW) = (BeB')[A(u)@A'(W)] = [(B&B)(AQA")]|(u®
u'), quaisquer que sejam u € U e v’ € U’, o que demonstra
a proposicao.

Corolario. Se A e A’ sdo isomorfismos, entdo A Q A’ €
um isomorfismo, cujo inverso ¢ A7t @ (A')71.
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Segue-se do corolario acima que o produto de Kronecker
de duas matrizes invertiveis é uma matriz invertivel, e o
inverso de a ® 8 é igual a o' @ S71.

Como aplicacao, podemos considerar as operacoes de
baixar e subir indices num produto tensorial de espacos
vetoriais euclidianos.

Vimos no Capitulo 1, §7, que para todo espago veto-
rial euclidiano V' existe um isomorfismo canoénico J: V —
V*, definido por [J(u)](v) = u-v. Dada uma base &€ =
{el,...,eptemV seu = d'e; entdo a expressio de J(u)
relativamente & base dual £* é dada por J(u) = > a;€’,

onde
o = E gij o,
J

sendo g;; = e;-¢e; . Esta formula ensina a passar das coorde-
nadas contravariantes o’ do vetor V na base £ para as suas
coordenadas covariantes a; = v - e; . Ela também pode ser
interpretada como significando que a matriz da aplicacao
linear J: V — V* relativamente as bases £, £* é a matriz
(9i5), 9i;; = ei - e;. Assim, a matriz da aplicagdo inversa
J~ 1 V* — V, relativamente as bases £*, £, é a matriz
inversa (g;;)"', a qual indicaremos sempre com (g*):

(955) " = (7).

Portanto, conhecidas as coordenadas covariantes a; de um
vetor u na base £, suas coordenadas contravariantes sao

dadas por
al = Z gY a; .
J

Examinamos agora o produto tensorial de dois espacos
euclidianos. Por simplicidade, restringir-nos-emos a um
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produto da forma V ® V', onde V' é euclidiano. (Assim, o
nimero de bases a considerar sera reduzido & metade.)
Em virtude da Proposicao 9, o produto tensorial do
isomorfismo J: V — V™ por si mesmo ¢ ainda um isomor-
fismo:
JRIJ. VeVaV gV

Dada a base £ em V', a matriz de J® J relativamente a base
EQ®E* é o produto de Kronecker (g;;) ®(grs) = (gijgrs). Por
conseguinte, se £ sdo as componentes (contravariantes) de
um tensor t = Y £Y9¢; ® e; € V ®V, suas componentes
covariantes (isto é, as componentes de [J ® J|(t))

§ij = Z 9irGjs &

De modo andlogo, a matriz da aplicacao inversa (J®J) ™! =
JleJ1:V*®@V* - V ®YV, nas bases dadas, é o pro-
duto de Kronecker (g¥) ® (¢**), de modo que um tensor de
componentes covariantes §;; tera suas componentes contra-
variantes dadas por:

9= "g"g" &,

Sendo V um espaco vetorial euclidiano, existeem V@V
um produto interno, caracterizado pela propriedade:

(u@v)(u' ®v") = (u-v)(W -v).

Com efeito, o produto interno de V', sendo uma forma bili-
near g em V, induz um funcional linear g sobre V @ V,
caracterizado pela relagdo g(u®v) = u-v (cfr. Teorema 1).
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Consideremos a forma bilinear ¢ =g-g: (V® V) x (V®
V) — R, produto de g por si préprio (vide definigdo deste
produto entre as Proposigdes 7 e 8). Temos:

P(u®v,u' @) = g(u,v)g(w,v) = (u-v)(u - 0).

E f4cil verificar que a forma bilinear ¢ é um produto interno
em V ® V. Como os tensores decomponiveis geram V ®
V', este produto interno é o tnico que satisfaz a igualdade
estipulada.

O produto interno induzido por V em V ® V' determina
um isomorfismo canonico:

J VeV VeV

E facil ver que o diagrama abaixo é comutativo (isto é,

Lo(J®J)=J)

ver—2 s yen

JJ L

y*e v*

onde L indica o isomorfismo canonico da Proposicao 7.
E claro que se podem considerar também os isomorfis-
mos:

J® id: VRV -V*V, dJ: VeV -VgV*

onde id é a aplicacdo identidade. Se £¥ sdo as componentes
contravariantes de um tensor t € V®V na base EQE, entao
suas componentes mistas sao

g=) gi?



[SEC. 2.5: MUDANCA DE COORDENADAS DE UM TENSOR 69

(componentes de J ® id(t) na base E* QR &) e
&= 9"

(componentes de id ® J(t) na base £ ® £).

2.5 Mudanca de coordenadas de
um tensor

Sera, talvez, util dizer algumas palavras sobre a mudanca
de coordenadas num produto tensorial, assunto central das
exposigoes classicas do calculo tensorial.

Sejam € = {e1,...,e,} e F = {f1,..., fn} bases do
espaco vetorial V. Seja A\ = ()\";) a matriz de passagem de
F para £. Temos portanto e; = Z)\;fz-. Sabemos que,

1
indicando com £&* = {e',...,e"} e F* = {f',..., f"} as
bases duais de £ e F respectivamente, temos e/ = > u f*,

onde y = (1) é a matriz inversa de A: 4 = A\~ (Capitulo 1,
Proposigao 11).

Considerando as bases EQE, FRF em VRV, EXQRE,
F*'QF em V*QV*eEQE*, FRF*em V®V* obtemos,

com um calculo simples:
ei®e; =D MNNL® [ d@e=Y plpl [ o[

e®e! =) Mulf®f.
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Ou seja, as matrizes de passagem de F ® F para £ ®E, de
F*QF* para ET R E* e de F ® F* para £ R E* sao respec-
tivamente A@ A\, AP ®@ A7t e A ® A7!. Consequentemente,
seostensorest e V@V, t'eV*@V* et ¢ VV*tém
coordenadas £, &;; e & respectivamente, na base £ (abuso
de linguagem evidente), suas coordenadas na base F seréo
os nimeros (¥, (;; e ¢}, definidos por:

CT=23 NNES Cy=) ui s
G=> Mu&.

As férmulas de mudanca de coordenadas acima obtidas
constituem a proépria definicao de um tensor do ponto de
vista classico.

2.6 Produto tensorial de varios es-
pacos vetoriais

Indicaremos a seguir, de modo breve, as modificacoes que
devem ser feitas para tratar do produto tensorial de p
espacos vetoriais, onde p é um inteiro positivo qualquer.

Dados os espagos vetoriais V1, ..., V, e W, uma aplicagao
¢: Vi x---xV, = W chama-se p-linear quando ¢é linear
separadamente em cada variavel.

O conjunto L£(V1,...,V,, W) das aplicagdes p-lineares
de V3 x --- x V, em W ¢é um espaco vetorial de dimensao
ni-Ng-...-ny-m,onden; =dimV; em = dim W. Valem os
analogos das Proposigoes 1 e 2, mutatis mutandi. Qualquer
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que seja a permutagdo (i1,...,%,J1,---,Jp—k) dos inteiros
de 1 até p, tem-se um isomorfismo canonico:

LV, Vs W) = L(Viy, oo Vi s LV, -, Vs W),
Quandosetem V) = --- =V, =V escreve-se L,(V; W)
em vez de L(V,...,V;W).
Um produto tensorial dos espagos vetoriais Vi,...,V, é

um par (Z, ¢) com as seguintes propriedades:

1) Z é um espago vetorial e ¢: Vi x --- x V, — Z é uma
aplicagao p-linear;

2) dimZ = dim Vi - dim V - -+ - dim V,
3) ¢(Vi x -+- xV,) gera Z.

Os axiomas 2) e 3), em presenga de 1), sdo equivalentes
a0 Unico axioma 2’) seguinte:

2’) Sejam (91 = {611,...,€1n1},...,(€p = {epl,...,epnp}

bases de Vi,...,V, respectivamente. Entao o con-
junto & ® -+ @ &, = {@(€1iy, €y, - - -5 Epi )5 1 < 1g <
ni,...,1 <i, <n,} constitui uma base de Z.

Dado um produto tensorial (Z, ¢) dos espagos vetoriais
Vi,...,V,, escreve-se Z = V1@ --- @V, e ¢p(v1,...,0p) =
11®---Qup. O produto tensorial V1 ®- - -®V,, é inico, a me-
nos de um isomorfismo canonico. Isto decorre da seguinte
propriedade:

Dada uma aplicacao p-linear g: Vi X --- x V, — W,
existe uma unica aplicagao linear g: V1 ® --- @V, — W
tal que g(11 ® --- ®v,) = g(v1,...,vp). A correspondéncia

g — g estabelece um isomorfismo candnico

LV, ..,Vp W)= L(V1® -V, W).
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Como exemplos de produtos tensoriais de Vi,...,V},
podemos proceder de maneira analoga a da primeira cons-
trucao do §2, ou entao podemos tomar para Z o espaco

E(Vl, Ce ,V;,; R)*,
dual do espaco das formas p-lineares sobre Vi x --- x V,,
sendo ¢ definida do modo natural: [¢p(vy,...,v,)|(w) =

w(vy,...,vp) para todo w € L(Vi,...,V,; R). Podemos
ainda tomar Z = L(V",...,V ;;V}), sendo ¢ definida as-

ST

[qb(vl, c e ,vp_l.vp)](fl, ceey fp_l) =
= fH o) f(va) . [P (vp1)vp

E, finalmente, admitindo que sabemos formar o produto
tensorial de 2 espagos (o que é um fato), podemos dar uma,
definicao indutiva de produto tensorial de p espacos por
meio da férmula:

V1®...®Vp:(vl®...®vp_1)®vp'

(Bem entendido, ¢(vq,...,v,) = 11 ® --- @ v, € definido
como (V1 ® -+ @ Vp_1) @ Up.)

Todas estas construgoes do produto tensorial Vi ® - - - ®
V), sao canonicamente isomorfas, de modo que nao hé am-
biguidade nem perda de generalidade em fixar-nos a uma
qualquer delas, ja que existe um modo natural de passar
de um elemento dessa construcao para um elemento bem
definido de outra.

Nao ha dificuldade em estabelecer isomorfismos canoni-
cos da forma Vi'®- - - @V = (V1®---@V,)" =~ L(V1,..., Vp;
R)you L(Vy,...,Vp W)= V'®--- VW,
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Valem também, para p fatores, as propriedades comu-
tativa e associativa do produto tensorial.
Usaremos a notacao

T S
. N

V=V - aVeV'e -V

para indicar o produto tensorial de r cépias de V por s
copias do seu dual V*. Assim, por exemplo, Vi =V ® V,
V! =V @ V*. Escreveremos V) = R, Vi =V e V) = V*,
Com base na propriedade comutativa do produto tenso-
rial, identificaremos com V; todo produto tensorial de r
espacos iguais a V' por s espacos iguais a V*, em qual-
quer ordem. Os elementos de V. sao chamados tensores
r vezes contravariantes e s vezes covariantes. Toda base
E={e1,...,e,} em V induz uma base £, em V! | formada
por todos os tensores do tipo e;, ® - Qe; Qe Q-+ - Qs
onde os r primeiros fatores sao tirados de £ e os s ultimos
da base dual £*. As coordenadas de um tensor ¢ € V| re-
lativamente a base £ serao indicadas com 5 Z’" " de modo
que

t_z 3611 "®€ir®€j1®"'®€js

onde cada indice do somatdrio varia, independentemente
dos outros, de 1 até n.

Dadas € e F, bases em V', se A é a matriz de passagem
de F para &, a matriz de passagem de F] para £ serd
A® - RARXT®---® A7 (r fatores iguais a ) e s iguais
a A1), Assim, as coordenadas do tensor t € VI, acima
considerado, na base F sao os numeros

G



74 [CAP. 2: ALGEBRA MULTILINEAR

dados por:

C]l]s - Z )\kl R lujl te /"le gml...ms
onde o somatério estende-se a todos os indices ki, ..., k,,
mq,..., Mg, 0S quais variam, independentemente, de 1 até

n, sendo A = (X2) e A7 = (uf).

/ 3
O espaco V™ pode ser considerado, de modo natural
s+s’ ) )

como produto tensorial de V. por
aplicacao bilinear canonica:

,r,/
s’

Logo existe uma,

. r r! r4r’
Qb. ‘/s X ‘/:9’ — V:?—I—s’

caracterizada pela igualdade

¢(ul®...®ur®fl®...®fé’,

Ul®"'®vr/®gl®"'®g8/):
=UI R QU QU Q- QU
®f1®...®f5®gl®...®gsl_

A aplicagao ¢ chama-se a multiplicacao de tensores. Es-
creveremos tt' € V;:“Sf/, em vez de ¢(t,t'), onde t € V] e
' € VI'. Note-se que tt' é a imagem de t @t € V] @ V'
pelo isomorfismo canénico VI ® V' — VZ;:Z,J. A multi-
plicacdo de tensores é associativa: se t” € VSC,” é um terceiro
tensor, entdo (tt')t" = t(t't"). Para verificar esta relagao,
basta considerar o caso em que t, t’ e t” sdo decomponiveis.
Neste caso, a relacao alegada segue-se imediatamente da
expressao de ¢, acima dada.

Uma operacao importante entre tensores mistos € a
contracao. FEla generaliza a forma bilinear canonica

VeV*—R.
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Consideremos o espago V. dos tensores r vezes contra-
variantes e s vezes convariantes, onde 7 > 0 e s > 0. Sejam
7 um inteiro entre 1 e r e 5 um inteiro entre 1 e s. Definire-
mos a contracao c;-, do i-ésimo indice contravariante com
0 j-ésimo indice covariante, como a aplicacao linear

¢ V) =V
caracterizada pela igualdade:
G® - ®uefle - ®f)=

onde o sinal ~ sobre um elemento numa férmula significa,
que tal elemento deve ser omitido. Por exemplo:

® QU fle - Ff) =
= o) Qv fle - f "

A existéncia de contragao c;- é assegurada pelo analogo
do Teorema 1, com ¢} = g, onde

T S
v v

g VX XV XV X x VS — VI

é a aplicagdo (r + s)-linear dada por
g(vl?"'avrafla"'?fs):
:fj(vz-)vl@...><@\i®...®vr®fl®...®fj®,,_®fs.

Em termos de coordenadas, se t € V] é um tensor cujas
coordenadas na base £ sao

ki...kr
g’n’bll...ms )
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entao as coordenadas de c"?(t) € VI! na mesma base sdo
0S nimeros

n
Ckl...ki...kr _ E :€k1...ki_1qki+1---kr .
mi...Mmj...ms M1..Mj_1qMj41...Ms

q=1

Em particular, a contracao ci: V! — R define o traco de
uma aplicagio linear A € L(V, V) ~ V!.

2.7 A Algebra tensorial T(V)

Neste paragrafo, ao contrario dos anteriores, a expressao
“espagco vetorial” nao deixara subentendido que a dimensao
respectiva seja finita.

Seja Vo, Vi,..., Vi, ... uma sequéncia enumeravel de es-
pacos vetoriais V;. Definiremos a soma direta externa ou,
simplesmente, a soma direta desses espagos como sendo o
espaco vetorial

V=V,eVie---aVa...

cujos elementos sao as sequéncias v = (vg,V1,..., Vi)
tais que v; € V; e apenas um numero finito dos vetores
v; € diferente de zero. As operacoes em V sao definidas

componente a componente: dados u = (ug, U1, ..., U, - . )
ev=(vo,V1,...,0;...) em V e « escalar, pomos
u+v=(uy+ v, Uy + V1,...,U + V,...)
au = (0Ug, AUy, - - ., QU . .. ).

Para cada inteiro 7 > 0, existe uma aplicacao linear
biunivoca ¢;: V; — V, que associa a um vetor v; € V; a
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sequéncia (0,...,0,v;0,...) cujos termos sdo todos nulos,
com excecao talvez do i-ésimo, que é igual a v;. Seja V' o
subespaco de V' formado pelas sequéncias onde somente o
i-ésimo termo pode ser nao nulo. Tem-se V' = ¢;(V;).
Dado um elemento veV, seja v=(vg, vy, ..., U, 0,...),
onde todos os termos seguintes a v sao nulos. Temos

v=(v9,0,...) + (0,v1,0,...) +---+(0,...,0,v,0,...)=
=vy+ v+

onde cada parcela v; da soma acima é uma sequéncia com
no maximo um termo diferente de zero, ou seja v; € V.
E natural identificar v, = ¢;(v;) com o préprio v; € V;.
Teremos entao que cada elemento v € V se escreve, de
modo 1nico, como soma de um nimero finito de elementos

dos V;:
veEV=v=vp+u+---+uv, v €V,

sendo v = 0 se, e somente se, cada v; = 0.

Em geral, o espacgo vetorial V =V, d---dV, D ...
tem dimensao infinita. (Isto s6 néo ocorre quando apenas
um numero finito de espagos V; tem dimensdo nao-nula.)
Uma base de V é obtida tomando-se uma base em cada V;
e considerando todos estes vetores como elementos de V,
do modo acima descrito. Podemos, entao, dizer que toda
reuniao de bases dos V; é uma base de V.

Uma dlgebra é um par (A,m), onde A é um espago
vetorial e m: A X A — A é uma aplicacao bilinear, cha-
mada a multiplicacdo da algebra. E mais comum, numa
algebra, escrever uv € A, em vez de m(u,v) € A, para
indicar o produto de dois elementos u,v € A e fazer re-
feréncia a algebra A, em vez de (A, m). A bilinearidade da
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multiplicacao significa que

u(v +w) = uv + uw,
(u+v)w = uw + vw,
(Au)v = u(Av) = AMuw),

quaisquer que sejam u,v,w € A e A escalar.

Uma algebra A diz-se associativa quando se tem
u(vw) = (uv)w

quaisquer que sejam u,v,w € A.

Diz-se que a algebra A possui unidade quando existe
um elemento e € A (a unidade da algebra) tal que

EU =UE =1U

para todo u € A. E claro que uma algebra A possui, no
maximo, uma unidade.

Sejam A, A’ algebras. Uma aplicagdo linear f: A —
A’ chama-se um homomorfismo quando se tem f(uv) =
f(u)f(v) quaisquer que sejam u,v € A. Quando existem
unidades e € A e ¢ € A e, além disso, tem-se f(e) = €,
diz-se entao que f é um homomorfismo unitdrio.

Se a algebra A possui uma unidade e, existe um homo-
morfsimo unitario natural

EFE:R— A

da algebra R dos numeros reais em A, o qual leva um
nimero real A em F(A) = de € A. Sendo e # 0, E é
biunivoco e fornece uma “imersao” candnica de R em A.
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Assim, se identificarmos o escalar A com o elemento le € A
(o que equivale a identificar a unidade e € A com o esca-
lar 1), podemos considerar R C A para toda dlgebra com
unidade A.

Identificaremos sempre com o escalar 1 a unidade de
uma algebra A.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Para
cada inteiro r > 0, temos o espago V7 =V ®--- @V (r
fatores) dos tensores r vezes contravariantes. Como sabe-
mos, Vi) = R e Vy = V. Consideremos, em seguida, o
espaco vetorial

TV)=VeV, Vi@ --aVya...

soma direta dos espacos Vy , r =0,1,2,.... Dois elementos
genéricos de T'(V') sao da forma,

z=zt+z+ 2 w=wetwr A+t Wy,
onde 2y, wo sao escalares, z1, wy sao vetores em V', 2o, wo

sao tensores contravariantes de segunda ordem, etc.

Definiremos uma multiplicagdo em T'(V') pondo
zw=zowo+ (2ow1 +21wo )+ (20w + 21 w1 + 22wo) ++ -+ -+ 2K Wy,

onde cada produto z;w; € V(;Hj é dado pela multiplicacao
dos tensores z; € Vi e w; € V¢ . (Na notacéo do paragrafo
anterior, temos a aplicacéo bilinear ¢: Vi x Vi — Vit e
ziw; = ¢(zi, wy).)

Como cada multiplicacao parcial (z;,w;) — 2w, é bili-
near, segue-se que a aplicacao

m: T(V)x TV — TV),
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dada por m(z,w) = zw (onde zw é definido pela férmula
acima) é bilinear e faz de T(V) uma &lgebra, chamada a
dlgebra tensorial de V' (ou a dlgebra dos tensores contrava-
riantes de V).

Dados t, € VF, z; € Ve w; € Voj , sabemos que
te(ziw;) = (tpzi)w; € Vit Segue-se que t(zw) = (tz)w
quaisquer que sejam t, z e w em T'(V'). Portanto, a algebra
tensorial T'(V') é associativa.

Além disso, o escalar 1 € VY = Rétal que 1z; = z; € V
para todo z; € V. Logo, 1z = z para todo z € T(V). A
algebra T(V') possui, pois, uma unidade.

A dimensao da algebra T'(V') é infinita, exceto no caso
trivial em que dimV = 0. Se € = {ey,...,e,} é uma base
de V, entao os elementos

1, e1,...,€e,, €1€1,...,€,_1€1-EnEn, €1€1€1, €1€1€E2, . . .

constituem uma base de T (V).

Consideraremos também V' C T'(V'), identificando o ve-
tor v € V com o elemento 0+v+0+4+04--- € T(V).

Teorema 3. Sejam V um espaco vetorial de dimensao fi-
nita, e A uma dlgebra associativa com unidade (indicada
com 1). Dada uma aplicagdo linear f: V — A, existe
um unico homomorfismo unitdrio F: T(V) — A tal que
F(v) = f(v) para todov € V.

Demonstragao: Sejam as aplicacoes lineares fo: R — A,
v1:V — A fo: Vi — A ... f: VI — A,... definidas
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por:

1 ®@v2® - ®v) = f(vr)f(v2) ... flvr).

Cada uma das aplicagoes lineares f, estda bem definida
em Vy , em virtude do andlogo, para r fatores, do Teo-
rema 1. De fato, tem-se f. = g., onde g,: V x --- X
V — A é a aplicagdo r-linear dada por g,(vq,...,v,)
f(v1)f(ve) ... f(v,). Definamos a aplicacao linear F': T(V)
— A pondo, para cada z =20+ 21 + -+ 2 € T(V),

F(z) = folzo) + fi(z1) + - - - + fu(zp).

Mostremos que F' € um homomorfismo unitario. E claro
que F(1) = 1. Verifiquemos agora que F(zw) = F(2)F(w).
Suponhamos primeiro que z = 11 ® - Qu, € Vj e w =
v Q- Q@ us € V5 sejam tensores decomponiveis. Entao

Fezu)=Fu1® - Qu QU Q -+ Qug) =
= frrs(1®.. . QU QUI®...Quy)=
= flu) . flur)f(0r) .. flvs) =
= fr(ul ®"'®ur)f8(vl ®"'®US) = F(Z)F(w)

Em seguida, consideremos dois elementos quaisquer z, w €
T(V). Escrevendo cada um desses elementos como soma
de tensores e decompondo, depois, cada um dos tenso-
res obtidos como soma de tensores decomponiveis, teremos
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z2=2zo+ -+ 2zrew=wy+ - -+ wy, (onde, agora, as
notagoes z; € w; ndo significam que z; € V§ nem w; € Voj ).
Entdo teremos: F(zw) = F (D zw;) = Y F(zw;). Mas
como cada produto z;w; € um tensor decomponivel, pelo
que acabamos de ver, é F(zw;) = F(z;)F(w;) e portanto

Flzw) =Y Flz)F(wy) = |3 Fl=)] |3 Flwy)| =
=F (Z zz-) F (Z wj) = F(2)F(w).

Assim, F' é um homomorfismo. Finalmente, a dlgebra T'(V)
é gerada por V e 1, isto é, todo elemento de T'(V') é soma
de um escalar com produtos de elementos de V. Segue-se
dai que todo homomorfismo de T(V) em A, que coincida
com F'em V e 1, coincidira com F em toda a algebra T'(V),
o que conclui a demonstracao do Teorema.

O Teorema 3 acima exprime que T(V') € a dlgebra livre
associativa gerada por V e 1.

Observacao: Seja A um espago vetorial de dimensao fi-
nita. Uma estrutura de algebra em A é dada por uma mul-
tiplicacao, que é uma aplicacao bilinear m: A x A — A,
ou seja, um elemento de L(A, A; A). Como L(A, A;A) ~
LIA® AJA) ~ (ARA R A ~ AR A*® A* = A],
segue-se que uma multiplicacdo em A é um tensor, uma
vez contravariante e duas vezes covariante, m € A}. Seja
E = {e1,...,e,} uma base de A. O produto de dois ele-
mentos basicos e;, e; se escreve:

§ k
k
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Os nameros fyfj chamam-se as constantes de estrutura da
algebra A (relativamente a base £). O conhecimento des-
ses numeros determina inteiramente a multiplicacdo em A,
poisse u =) a'e;ev=>. Fe;, entao

uv = E o' ee; = E E azﬂ]’yfj e -
i,J k ,J

As constantes de estrutura nada mais sao do que as coor-
denadas do tensor multiplicagio m € Al relativamente &
base definida por £ em Aj.



Capitulo 3

Algebra Exterior

Exporemos aqui os fatos basicos acerca das poténcias exte-
riores de um espaco vetorial. Isto equivale a estudar os ten-
sores anti-simétricos, ou sejam, os p-vetores desse espago.
Tal estudo é rico em aplicacoes a Algebra, a Geometria
e a Analise. Mantendo, porém, nosso ponto de vista de
introducao, daremos apenas algumas aplicagoes simples.

3.0 Permutacoes

Seja X um conjunto qualquer. Uma permutacao de X é
uma aplicagao biunivoca o: X — X, de X sobre si mesmo.

O conjunto das permutacoes de X, munido da operagao
que associa a duas permutacoes o, 7 a sua composta
o oT = o7, constitui um grupo, chamado o grupo das
permutacdes de X. (Isto significa apenas que existe uma,
permutacao identidadde €: X — X, que cada permutacao
o: X — X possui uma inversa 0 1: X — X, e que as
seguintes igualdades sao sempre validas: eo0 = o¢ = o,

84
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1

oo = O'_1

o=¢, (o7)p=0(Tp))

Suponhamos que X possua pelo menos 2 elementos.
Uma permutacao 7: X — X chama-se uma transposicao
quando existem a # b em X tais que 7(a) = b, 7(b) = a e
7(x) = x para todo x € X distinto de a e de b. Se 7 é uma
transposicao, entao 77 = €, mas a reciproca é falsa.

Quando X é um conjunto finito (inico caso que conside-
raremos) com n elementos, entdo o grupo das permutagoes
de X também é finito e tem n! elementos.

Toda permutacao o: X — X de um conjunto finito X
se exprime como produto de transposicoes ¢ = TTy... T, .
Esta expressao nao é absolutamente tinica, mas o niimero r
de transposigoes cujo produto é o tem sempre a mesma pa-
ridade: se o é escrita uma vez como produto de um nimero
par (respectivamente: impar) de transposigoes, qualquer
outra decomposicao de o deverda conter um numero par
(resp. fmpar) de transposicoes. (Para demonstragdo des-
ses fatos, veja N. Jacobson, Lectures in Abstract Algebra,
vol. I, pag. 36).

Diremos que uma permutagao o: X — X (X finito) é
par ou impar conforme o se escreva como produto de um
nimero par ou impar de transposicoes. Por exemplo, a
permutacao identidade é par e toda transposicao é impar.

Usaremos o simbolo ¢, para indicar o sinal de per-
mutacao o: €, = +1 se ¢ for par e ¢, = —1 se o for
impar.

O produto op é par se, e somente se, as permutacoes
o e p tém a mesma paridade (isto é, sdo ambas pares ou
ambas impares). Isto equivale a escrever:

Eop = Ea€p -
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Multiplicando-se cada permutacao par por uma per-
mutacao impar fixa, obtemos todas as permutacgoes impa-
res. Resulta entdao que, entre as n! permutacoes de um
conjunto X com n elementos, n!/2 delas sdo pares e n!/2
sao impares.

Indiquemos com I, = {1,...,n} o conjunto dos inteiros
positivos de 1 até n. Uma p-upla de elementos de I, €
uma aplicagao ¢: I, — I,. Indicando com 4%, o valor da
aplicacao ¢ no elemento r € I,, é comum representar a p-
upla ¢ por (iy,...,%,). Diremos que i = (iy,...,i,) é uma
p-upla de elementos distintos quando a aplicacao z: I, —
I, for biunivoca, isto é, quando r # s implicar i, # i.
No caso contrario, diremos que a p-upla i tem elementos
repetidos.

Deve-se distinguir a p-upla (i,...,i,) do conjunto
{i1,...,i,} por ela determinado. Quando a p-upla dada
tem elementos repetidos, o conjunto {i1,...,,}, malgrado
a notacao, tem menos de p elementos. E, mesmo que a
p-upla dada, (j1,...,7Jp), seja de elementos distintos, para
cada permutacdo o do conjunto J = {ji,..., j,}, temos

J={o(), .., o(ip)}

mas as p! p-uplas (¢(j1),...,0(jp)), obtidas variando o, s@o
duas a duas diferentes. Por exemplo, temos {1,3} = {3, 1},
mas (1,3) # (3,1).

Escreveremos J = {j1 < j2 < -+ < j,} para indicar
que a numeracao dos elementos do conjunto J foi esco-
lhida segundo a ordem crescente dos mesmos. Entao, as
p-uplas cujo conjunto de elementos é J sao as da forma
(6(41),--.,0(jp)), onde o varia entre as permutagoes de J.
Cada uma dessas p-uplas fica inteiramente caracterizada
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pela permutacao o que a ela corresponde.
O conjunto I,, possui (Z) = "(”_1);!(”_” +1

com p elementos, de modo que existem exatamente (Z) pl =

nin—1)...(n—p+ 1) p-uplas de elementos distintos em

I, (“arranjos” de n elementos p a p).

) subconjuntos

3.1 Aplicacoes multilineares alter-
nadas

Seja p > 1 um inteiro, e sejam V', W espagos vetoriais.
Uma aplicacao p-linear ¢: V x --- x V. — W chama-se
alternada quando muda de sinal ao inverter-se a ordem de
2 de seus argumentos, isto é, quando se tem

A(V1, ..y Viy ey Uy Up) = — (U1, oo, Vs, gy, )

quaisquer que sejam vi,...,V;,...,Vj,...,Up €m V.

Segue-se imediatamente da definicao que uma aplicagao
p-linear alternada ¢: V x --- x V. — W anula-se sempre
que dois dos seus argumentos sao iguais, isto é:

A(v1,- -, Viy ey Vj, .., 0p) =0 se v =10,

Reciprocamente, se uma aplicacao p-linear ¢ satisfaz a rela-
cao acima, entao ela é alternada. Com efeito, dada a p-upla
(...,0,...,v5...) em V, ahipdtese feita e a p-linearidade
de ¢ acarretam:

0:¢(,,,,Ui—I—’Uj,...,’UZ"i"Uj,...):

:qﬁ(...,vi,...,vi,...)—|—q§(...,vi,...,vj,...)—|—
—|—§Z5(...,’l}j,...,’l}i,...)—|—¢(...,’l}j,...,’l}j,...).
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Ora, sendo ¢ como é, a primeira e a ultima parcelas da
soma acima sao nulas. Concluimos, entao, que

qb(...,vz-,...,vj,...)—|—qb(...,vj,...,vz-,...):0,

e portanto ¢ é alternada.

Outra maneira de se exprimir que uma aplicagao ¢ €
L,(V,W) é alternada ¢é a seguinte:

qb(vo.(l), e va(p)) =g, P(v1,...,Up)

qualquer que seja a permutacao o do conjunto {1,...,p}.

De fato, a propriedade acima implica que ¢ é alternada,
pois a troca de posicao de dois argumentos v;, v; corres-
ponde a transposi¢ao 7 com 7(i) = j e 7(j) = i, sendo
e, = —1. Reciprocamente, se ¢ é alternada, dada a per-
mutacao o, escrevemos ¢ como produto de r transposicoes,
donde ¢(v,(1), - - -, Vs(p)) € Obtido de ¢(v1, . .., v,) através de
r trocas de pares de argumentos. Em cada troca, ¢ muda
de sinal, donde

¢ (Vo1)s - - > Vo)) = (1) @(v1, .., vp) = €5 P01, - .., Up).

E imediato que a soma de duas aplicacoes p-lineares
alternadas e o produto de uma aplicacao p-linear alter-
nada por um escalar sao ainda alternadas, de modo que
o conjunto, que indicaremos com A,(V, W), das aplicagoes
p-lineares alternadas de V em W é um subespago vetorial
do espago A, (V, W) de todas as aplicagdes p-lineares de V'
em W.

Escreveremos A, (V'), em vez de ,(V, R), para indicar o
espaco das formas p-lineares alternadas, isto é, das aplica-
coes p-lineares alternadas ¢: V x---xV — R, com valores
reais.
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Quando p = 1, tem-se A (V) = V* e A (VW) =
LV, W).

Proposicao 1. Se vy,...,v, € V sao linearmente de-
pendentes, entdo ¢(vi,...,v,) = 0 qualquer que seja 0 €
A (V, W).

Demonstracao: Sendo vy,...,v, linearmente dependen-

tes, existe um indice jo, 1 < jo < p, tal que v, = > a’v;
1<jo

(vide Proposigao 1, Cap. 1). Entao

gb(vl,...,vjo,...,vp):q5(vl,...,z o/vz-,...,vp) =

1<jo
pois ¢ ¢é alternada.

Corolario. Se p > dimV, entdo toda aplicacao p-linear
¢:V x---xV — W ¢€identicamente nula.

Com efeito, sendo p > dim V', quaisquer p vetores em V
sdo linearmente dependentes, e portanto ¢(vy,...,v,) =0
qualsquer que sejam v, ..., € V.

Por simplicidade, consideraremos inicialmente o espaco
vetorial As(V'), das formas bilineares alternadas sobre um
espaco V. Tem-se entao o seguinte resultado:

Teorema 1°. Sejam V um espaco vetorial, de dimensao
n>1 e& = {e,...,e,} uma base de V. Para cada
par i, j de inteiros com 1 < i < j < n, seja ¢Y:V x
V. — R a forma bilinear caracterizada pelas igualdades:
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Qbij(@i,@j) - 1? Qbij(@j,@i) = _17 € qbij(eraeS) - 07 S€ 0§
conguntos {r, s} e {i,j} ndo coincidem.

Entdo as formas bilineares ¢, i < j, sdo alternadas e
constituem uma base do espago vetorial Aa(V). Em parti-
cular,

dim A(V) —n(n —1)/2.

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao em 3 par-
tes.

Primeiro — As formas bilineares ¢ sao alternadas. Seja
U= Z ale; €V
i

um vetor qualquer. Devemos mostrar que, sejam quais
forem ¢ < j, temos @Y (u,u) = 0.
Ora,

¢ (u, u) Zozkozm ¢ (e, em).

Mas, exceto ¢"(e;,e;) = 1 e ¢"(eje;) = —1, todos os
demais valores ¢"(ex, en,) no somatério acima sao nulos,
donde ¢¥(u,u) = o*a? — ala = 0.

Segundo — As formas ¢, i < j, geram Ay(V). Seja
m € As(V) uma forma bilinear alternada. Para cada par

i < j, ponhamos &; = ¢(e;, €;) e escrevamos ¥ = Y &;; @Y.
i<j
Devemos mostrar que ¢ = 1. Sendo ¢ e v bilineares,
basta verificar que ¢(eg, ) = V(e €n) sejam quais fo-
rem e, e, € £ Ora, se k < m, entdo ¢(eg, em) = Ekm ,

por definigdo, enquanto ¥(ex,en) = Y. &; oY (e, em) =
i<j
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Eem O™ (ex, €m) = Exm também. Sendo ¢ e 1) ambas alter-
nadas, temos ¢(ex, €y) = —&nk = Y(ek, em) quando m < k
e ¢ex, em) = 0 =1(eg, ) se Kk =m, donde ¢ = 1.

Terceiro — As formas ¢, i < j, sdao linearmente indepen-

dentes. Com efeito, se Y \;; ¢ = 0, entdo, para cada par
i<j
k < m, temos:

0= (Z Aij gbij) (er, Em) = Z Aij 7 (ek, em) = Xkm

i<j i<j
o que mostra a independéncia das ¢, 1 < j.

Calcularemos agora a dimensao do espaco vetorial
2A,(V), onde p é um inteiro qualquer > 1. O teorema ge-
ral abaixo engloba, naturalmente, o Teorema 1’ como caso
particular. A demonstracao é analoga: apenas a notacao é
mais complicada. Somente por razoes didaticas separamos
o caso bilinear.

Teorema 1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao
n>1. Seja £ ={ey,...,e,} uma base de V. Dado p < n,
para cada subconjunto J = {j1 < --- < jp} C I, seja
¢’V x---xV — R a forma p-linear caracterizada por:

(QbJ(@jl, N €jp) = 1,
¢ (€s(jr)s - - -+ €o(y)) = Eo, S€ja qual for a

permutacao o: J — J;
97 (€1, vei) =0 se{ir, ... ip} # {J1,-- s Jn}-
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Entdo as formas p-lineares ¢’ sdo alternadas e constituem
uma base do espago vetorial A,(V'). Em particular,

dim 2,(V) = (Z)

Demonstragao: Segue as linhas do caso bilinear.

Primeiro — As formas ¢’ sao alternadas. Tomemos uma
¢’ e uma p-upla de vetores v1,...,v,, onde supomos que
v; = v; = u. Em termos da base £, temos:

k k T
U= g Bit ek, Up = g BpP ek, s Vi=vj=u= g a’ep.
k1 kyp T

Segue-se que

¢ (U1, Uy Uy y) =

k
= E 511---551" g Ofozsgb‘](ekl,...,er...es...ekp)
7,8

ki, kp

onde o primeiro somatorio se estende a todos os indices
ki,... ki1, kig1,. .., kj—1,kj41,. .., kp, compreendidos en-
tre 1 e n. Provaremos que o segundo somatorio é nulo,
quaisquer que sejam Ky, ..., k,. Abaixo, na primeira igual-
dade, desprezamos os termos ¢7(...e,...e,...), pois sdo
nulos. Na segunda, trocamos os nomes dos indices r e s no
segundo somatorio. Na terceira igualdade, usamos o fato
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de que ¢7(... es...)=—¢ (.. .es.. . 6p.. ).
Zofozsqb‘] N I S

—Zofozsqb‘] €r...€5...)F

r<s
—i—Zofozsqu(...er...es...):
s<r
:Zarozsqb‘](...er...es...)—l—
r<s
—i—Zozsofqu(...es...er...):
r<s

:Zarofqb‘](...er...es...)—

r<s

_Zasoﬂqb*](“,er.--@s...):

r<s

— Z(ofof —afa")¢’(...ep...e5...)=0.

r<s

Logo, ¢/(...u...u...) = 0, mostrando que cada ¢’ é al-
ternada.

Segundo — As formas ¢’ geram 2,(V). Dada ¢ 2,(V),
para cada subconjunto J = {j; < --- < j,} C I,,, pomos

&7 = ¢(ejy,-..,ej,). Definimos ¢ = > &;¢7, a soma es-
7

tendida a todos os subconjuntos J, com p elementos, do
conjunto I, = {1,...,n}. Mostra-se, como no teorema
anterior, que ¢ = 1.

Terceiro — As formas ¢’ sdo linearmente independentes.
De uma relacdo do tipo Y. Aj¢’ = 0 segue-se que, para
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toda escolha de K = {k; < --- < k,}, tem-se

Corolario 1. SedimV = n, entdo dimA,(V) = 1.

Corolario 2. (Reciproca da Proposigao 1.)
Se ¢(v1, ..., vp) = 0, seja qual for a forma p-linear alternada
¢, entao vy, ...,Vp SG0 linearmente dependentes.

Com efeito, se fossem wvy,...,v, linearmente indepen-
dentes, entdo existiria uma base E={ey, ...,e,} em V com
e1=v1, ..., =0, . Entdo, tomando J={1, ..., p}, a forma ¢’
constuida no Teorema 1 seria tal que ¢7(v1, ..., v,)=1.

Corolario 3. Seja dimV = n. Se existe uma forma n-
linear alternada ¢ # 0 tal que ¢(vi,...,v,) = 0, entdo
U,...,U, € V sao linearmente dependentes.

Com efeito, como dim®,(V) = 1,{¢} é uma base de
A, (V); toda forma n-linear alternada 1 sobre V' é da forma,
Y = a-¢, aescalar. Logo ¥(vy,...,v,) = a-d(vy,...,v,) =
0. Segue-se do Corolario 2 que vy,...,v, sao linearmente
dependentes.

Corolario 4. Sejam dimV =n, dimW =r e 0 < p < n.
Entao dim A, (V, W) = (Z) LT

Com efeito, tomando uma base F = {f1,..., fn} em
W, uma aplicagdo qualquer ¢ € 2, (V, W) é tal que

gb(vl,...,vp):qui(vl,...,vp)fi, v1,...,0, € V.
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E imediato que as r aplicacgoes

(v1,...,0p) — @' (v1,...,vp) € R,

determinadas por ¢, sao formas p-lineares alternadas. A
correspondéncia ¢ — (¢!,...,¢"), assim estabelecida, de-
fine um isomorfismo de A, (V, W) sobre a soma direta de r

copias de A, (V). Segue-se que dim A, (V, W) = (Z) ST

3.2 Determinantes

Como conseqiiéncia do fato de que dim 2, (V) = 1, quando
n = dim V', mostraremos uma maneira de definir intrinse-
camente o determinante de uma aplicagao linear A: V —
V', de um espaco vetorial V' em si préprio.

A aplicagao linear A: V — V induz uma aplicacao

AT A (V) — A (V),

definida do seguinte modo: se ¢ € A, (V) é uma forma n-
linear alternada, A#(¢): V x --- x V — R é a forma tal
que

[A7 ()] (v1, ..., vp) = ¢(Avy, ..., Avy).
E ¢bvio que A#(¢) € A, (V). Se B: V — V é outra
aplicacao linear, verifica-se sem dificuldade que

(AB)* = B¥A*: A, (V) — A, (V).

Ora, toda aplicacao linear de um espaco vetorial de di-
mensao 1 em si mesmo é a multiplicacao por um escalar
fixo. Segue-se entao que, dada A: V' — V linear, existe um
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tinico escalar § tal que A% (¢) = - ¢ para toda ¢ € A, (V).
Escrevemos § = det A e chamamos este escalar de determi-
nante da aplicagao linear A.

Assim, o determinante de A fica caracterizado pela
igualdade

O(Avy, ..., Av,) =det A- d(vy, ..., 0,),

valida quaisquer que sejam os vetores vy,...,v, € V e
qualquer que seja a forma n-linear alternada ¢ sobre V.
Com a notacao acima introduzida, esta igualdade se escreve

A% (p) = det A - ¢, para toda ¢ € An(V).

Além de fornecer uma definicao de det A que nao utiliza,
a escolha de uma base em V', este método permite ainda de-
monstrar, de modo simples, as propriedades fundamentais
dos determinantes, como veremos abaixo.

Proposicao 2. Sejam A, B:V — V aplicacédes lineares.
Entao:

a) det(AB) =det A -det B;

b) det A # 0 se, e somente se, A € invertivel.

Demonstragao: (a) Tomemos ¢ # 0 em 2, (V). Vem:

det(AB)¢ = (AB)*(¢) = (B* A*)(¢) = B¥[A¥(¢)] =
— B¥(det A - ¢) =det A- B¥(¢) = det A-det B - ¢.

Segue-se que det(AB) = det A - det B.

(b) Se I:' V — V é a aplicacao identidade, entao é
claro que det I = 1. Se A: V — V possui inversa A1,
entdo, por (a), AA™' = I d4 det A-det(A™!) = 1, donde
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det A # 0 e det(A™!) = (det A)~!. Reciprocamente, seja
A:V — V tal que det A # 0. Sejam € = {ey,...,e,} uma
base de V' e ¢ # 0 uma aplicagao n-linear alternada. Entao
olel,...,e,) # 0. Dai concluimos que ¢(Aey, ..., Ae,) =
det A - ¢p(eq,...,e,) # 0. Logo, Aey,..., Ae, sdo linear-
mente independentes (vide Proposicao 1). Assim, A trans-
forma toda base de V noutra base de V', donde é invertivel.

Para mostrar que esta definicao de determinante coin-
cide com a defini¢ao classica de det A em termos de uma
matriz de A, tomemos uma base £ = {e;,...,e,} em V e
seja (a}) = [A, €] a matriz da aplicagdo A na base £. Esco-
lhamos a forma n-linear ¢ € A, (V) tal que ¢(eq,...,ey)
= 1. Entao ¢(ey,...,€,) = €, quando (iy,...,0,) =
(6(1),...,0(n)) é uma n-upla de nimeros todos distintos,
Com tal ¢, temos det A = ¢(Aey, ..., Ae,). Ora,

— i1 _ 1
Ae; = g at €y, ..., Ae, = g e .
11 in

Assim:

det A = gb(Zal ezl,...,Za;”ein) =
in
Z ol a2 ol ples, ... e,) =

/Lla 77/7’1,

—Zsa o(1) 0(2 .as™

a ultima soma sendo estendida a todas as permutacoes ¢ do
conjunto {1,...,n}. Na ultima igualdade, suprimimos to-
das as parcelas correspondentes a n-uplas (i1, ... ,%,) onde
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héa elementos repetidos pois, para cada uma delas, tem-se

¢(€i1, c ey ein) = 0.
A expressao

n

det A = Z AR A LAC)

constitui a definicao classica de det A, em termos da matriz
(a%) de A na base £.

As aplicacoes lineares A: V' — V nao sao os unicos
objetos que possuem determinante. Podemos, ainda, con-
siderar:

a) O determinante de uma matriz quadrada a = (a});

b) O determinante de n vetores vy,...,v, € V relati-
vamente a uma base & = {e1,...,e,} de V.

Dada a matriz quadrada o = (ozj-), de ordem n, seu
determinante pode ser definido diretamente pela férmula
cléssica acima, ou entao como o determinante da aplicacao

linear A: R™— R"™, tal que Ae;=) oz§ e;,onde {e1,...,e,}
5

é a base canonica do R". Isto quer dizer que o é a matriz
de A relativamente a base canonica. Usam-se as notacoes
det , ou det(a?).

Dados os vetores vy, ...,v, € V e abase E={e1,...,e,}
de V, o determinante desses vetores relativamente a base
dada é indicado com [vy, ..., v,, ] ou, simplesmente, com
[V1,...,0,], € é definido como o determinante da matriz
(oz;) tal que v; = Zozj- e;, 7 =1,...,n Tem-se, evidente-

2
mente, [vq,...,v,] =det A, onde A: V — V é a aplicagéo
linear tal que Ae; =v;,1=1,...,n.
Se a = (a%) é uma matriz n x n, indicando com v; =
(af,...,a}),...,v, = (a

j
1 n
oy e+, Q0Y) 08 vetores-coluna de a;,
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vemos que det a = [vy, ..., v,]. Tomemos a forma n-linear
alternada ¢g € A, (R"™) tal que ¢g(ey,...,e,) = 1, onde os
e; representam a base canonica do R™. Entao:

det(oz;-) = [v1,..., U] = Po(V1, ..., Up).

Assim, o determinante de uma matriz o é uma forma
n-linear alternada nos vetores colunas dessa matriz, forma
essa que é “normalizada” pela condicao de assumir o va-
lor 1 nas colunas da matriz identidade. Reciprocamente,
toda fungdo numérica M(n x n) — R, definida entre as
matrizes n X n, que é uma forma n-linear alternada nas
colunas da matriz, é um maultiplo (constante) da fungao
det: M(nxn) — R. Se a fungdo dada assume o valor 1 da
matriz identidade, entao ela é igual ao determinante. Esta
é uma caracterizagao classica (devida a Weierstrass) do de-
terminante. Ela resulta do fato de ser dim 2, (R"™) = 1.

Seja o = (a}) agora uma matriz m x k, onde m pode
ser diferente de k. Seja ainda p < m, p < k. Usaremos a
notacao o para indicar a matriz p X p, obtida de a = (ozj-)
do seguinte modo: [ ={i; < --- < i,y CIL,e J ={ji <
- < jp} C Ij sdo conjuntos de p inteiros e o = (oz;’;)
é formada pelos elementos de a cujos indices superiores
pertencem a [ e cujos indices inferiores pertencem a J.
Em outras palavras: o conjunto I determina a escolha de
p linhas em o e J determina a escolha de p colunas de
a. A “submatriz” o é formada pelos elementos de a que
estao simultaneamente numa das p linhas e numa das p
colunas escolhidas. O determinante det(a’) é o menor de
a relativo as p linhas [ e as p colunas J.
Ao tomar uma submatriz m X m de uma matriz o do

tipo m < k, basta escolher as m colunas (m x k) segundo
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um subconjunto J = {j; < -+ < j} C I . Usa-se entdo
a notacao ay, em vez de ozgm. Do mesmo modo, escreve-se
o’ para indicar uma submatriz k x k de uma matriz m x k.

Examinemos agora o Teorema 1 no caso particular em
que V = R"™ sendo £ = {ey,...,e,} a base candnica do
espaco euclidiano R™. Seja p < n.

O espago A,(R"™) terd uma base canonica, constituida
por formas p-lineares ¢’, uma delas para cada subconjunto
J={j1 <---<Jp} CI,. Ora, uma p-upla de vetores em
R™ corresponde a uma matriz n X p, da qual os vetores
dados s@o as colunas. Assim, um elemento ¢ € 2,(R")
corresponde a uma aplicagdo ¢: M(n X p) — R, tal que
¢(a) é uma fungao p-linear das colunas da matriz.

Mostraremos que, pensando em cada ¢ € 2,(R"™) como
uma funcdo de matrizes n x p, as ¢’ sdo os menores, isto &,
¢?(a) = det(a’) paratodaa € M(nxpleJ ={j; <--- <
Jpy C I, . Quando fizermos isto, poderemos enunciar:

Proposicao 3. Toda aplicacdo ¢: M(n x p) — R, que €
uma funcao p-linear alternada das colunas de uma matriz,
se escreve, de modo unico, como combinacdao linear dos
menores de ordem p dessa matriz.

Demonstracao: Basta lembrar que, para cada J, temos
¢’ (e, ... e;) =0 quando {i1,...,4,} # J. Isto significa
que se &« € M (nxp) é uma matriz na qual cada coluna pos-
sui apenas um elemento nao nulo (igual a 1) entdo ¢’ (a) #
0 precisamente quando as linhas que contém os elementos
nao-nulos de o constituem o conjunto J. Sendo ¢’ uma
funcao p-linear das colunas de a, segue-se daf que ¢”(a) de-
pende apenas da submatriz o/, formada com as p linhas de
indices em J. Podemos entdo escrever ¢’ (a) = ¢(a’), onde
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¢: M(pxp) — R éuma fungdo p-linear alternada das colu-
nas das matrizes p x p. Como qb‘](ejl, ...,ej,) = 1, segue-se
que ¢(a”’) = 1 quando o’ é a matriz identidade p x p. Logo
#(a’) = det(a?). Concluimos que ¢’(a) = det(a’) = J-
ésimo menor de «, como queriamos demonstrar.

Corolario. Seja g: V x --- x V. — W uma aplicagao p-

linear alternada. Dada uma base € = {eq,...,e,} de V,

ponhamos wy = g(ej, ..., e;,) sempre que J = {j1 < --- <

Jp}- Sejam vy =3 abey, ... up =D oz; e; vetores em V.
2

2
Considerando a matriz a = (a3;) € M(n xp), cujas colunas
sao as coordenadas dos vetores v; , temos

glvy, ..., vp) = Zdet(aJ)wJ.
J

Com efeito, tomando uma base F = {fi,..., fm} em
W, temos g(vi,...,uv,) = Y. é"v1,...,vy)f;, onde cada

¢ € A, (V). Logo, para cada i = 1,...,m, temos ¢ =
S &4 ¢7. Segue-se da definigiao dos ¢/ e dos wy que wy =

J

Y& f;. Assim, para vy,...,v, € V quaisquer, temos

i

g(vi, ..., vp) = > ¢ (v1,...,vp)wy;. Mas ja vimos acima
J

que ¢7(vy,...,v,) = det(a’). O coroldrio fica, entdo, de-

monstrado.

Na definicao do determinante de uma matriz quadrada,
a, as colunas e as linhas de a nao desempenham, formal-
mente, o mesmo papel. Com efeito, det a é o determinante
da aplicacao linear A: R* — R"™ tal que Ae; € R™ é a -
ésima, coluna da matriz o (onde e; é o i-ésimo elemento da
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base canonica do R™). Dai recorre a predominéncia das
colunas sobre as linhas nas proposicoes deste paragrafo.
Por exemplo, det a é uma funcao n-linear alternada das
colunas de a mas, até agora, nao sabemos como det « de-
pende das linhas de a.

Para estabelecer a simetria que falta, demonstraremos
a seguir que o valor do determinante de uma matriz nao
se altera quando se trocam suas linhas por suas colunas.
Lembramos que a transposta de uma matriz a = (oz;) é a
matriz o = (6}) tal que 5} = of . Assim, as linhas de of
coincidem com as colunas de a.

Proposicao 4. Sejaa € M(nxn). Entdo det a = det(a?).

Demonstragao: Como ja vimos anteriormente, vale a ex-
pressao:

deta = Z o 07 ag® s
ag
onde a soma é estendida a todas as permutacoes do con-
junto I, = {1,...,n}. Trocando a ordem dos fatores em
cada parcela desta soma, de modo que os indices superiores
fiquem em ordem crescente, temos:

deta = Z Eo oz},_l(l) a§_2(2) e Qg1

Quando o percorrre o conjunto das permutacoes de I, , o1

percorre-o também. Além disso, ¢, = ¢,_1. Logo, pondo
1

p =0 3 vei:
deta = Z Ep 04,1,(1) 0‘;2)(3) e O‘Z(n)
P

ou seja, det a = det(a?).
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Resulta agora que, em todas as proposicoes referentes
ao determinante de uma matriz, linhas e colunas se com-
portam igualmente.

3.3 Poténcias exteriores de um es-
paco vetorial

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n, e p um inteiro
positivo < n. Uma p-ésima poténcia exterior de V é um
par (Z, ¢) tal que:

1) Z é um espago vetoriale ¢: V x--- xV — Z é uma
aplicacao p-linear alternada:

2) dim Z = (Z), onde n = dim V;

3) ¢(V x---x V) gera Z.

Os aciomas 2) e 3), em presenca de 1), sdo equivalentes

a0 Unico axioma seguinte:

2") Seja € = {e1,...,e,} uma base de V, os vetores
P(ej,-..,¢€5,), tais que 1 < j; < -+ < jp < n, formam
uma base de Z.

A verificacao é imediata.

Devemos mostrar que existem as poténcias exteriores
de V, e que duas poténcias exteriores p-ésimas de V' sao
canonicamente isomorfas. Daremos, primeiramente, trés
construcoes que demonstram a existéencia.

Primeira construcao: Seja Z um espaco vetorial qual-
quer, de dimensao igual a (Z), onde n = dim V. Escolha-

mos uma base £ = {e1,...,e,} em V, uma base H em Z,
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e indiquemos os elementos h; € H com indices J = {j; <
-+ < jJpr que variam entre os subconjuntos de p elemen-
tos do conjunto I, = {1,...,n}. Definamos a aplicagio
p-linear ¢: V x --- x V — Z pondo ¢(ej,...,ej;,) = hy
e @(es(ji)s---r€a(jy)) = Echrse {j1 < -+ < jp} = J, e
P(€iy,-..,¢e,) = 0 se a p-upla (i1,...,7,) tem elementos
repetidos. E claro que ¢ é alternada e o axioma 27) é evi-
dentemente satisfeito.

Segunda construgao: Tomemos Z = A,(V)*, dual do
espaco das formas p-lineares alternadas sobre V. Defi-
namos ¢: V x --- x V — Z, pondo [¢(vy,...,vp)](w) =
w(vy, ...,vp,), para todos vy,...,v, € Ve w € Ay(V). B
imediato que valem os axiomas 1) e 2). Resta verificar

que, dada uma base £ ={e1,...,e,} em V| os elementos
zy=¢(ej,...,ej,), com J = {j1 < --- < jp}, s@o line-
armente independentes. Ora, se fosse >\ z; = 0 viria,

J
para cada forma p-linear ¢*, construida a partir da base

&, como no Teorema 1:
0= (ZAJZJ) (65) =3 M 5 (s, ve5,) = NK
J J

Logo os z; sao independentes, como queriamos mostrar.

Terceira construcao: Tomaremos Z como o subespago
de Vj = V®---®V formado pelos tensores anti-simétricos

p vezes contravariantes e definiremos ¢: V X --- xV — 7
por meio da operacao de anti-simetrizacao. Mais preci-
samente: para cada permutacdo o do conjunto {1,...,p}

consideraremos a aplicagdo linear o*: Vj — V', caracteri-
zada por:

o (V1 ® - QVp) = Vo(1) @ -+ @ Ug(p) -
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A aplicacao linear ¢* é induzida, de acordo com o Teorema,
2 do Capitulo 2, pela aplicagao p-linear

(’Ul,...,’Up)—>UU(1)®---®UU(p).

E imediato que se o, p sao permutacoes de I,, entao
(op)* = p*c* e, se € é a permutagdo identidade, entao * é
a aplicagdo identidade de V7 . Segue-se que cada o* é um
isomorfismo de V' sobre si préprio e que (o*)™! = (o71)*.

Diremos que um tensor teVy é anti-simétrico se o*(t) =
e,t para toda permutagdo o de I, = {1,...,p}. O tensor
t é anti-simétrico se, e somente se, 7*(t) = —t para toda
transposicao 7 de I, .

O conjunto Z dos tensores anti-simétricos é evidente-
mente um subespago vetorial de VJ . Desejamos determi-
nar a dimensao de Z e, mais precisamente, obter uma base
de Z a partir de uma base £ = {ey,...,e,} de V. Primei-
ramente, mostraremos que se

é um tensor anti-simétrico, entdo suas coordenadas £t
sao anti-simétricas: mudam de sinal quando se trocam 2
dos seus indices. Dali se concluird que 4+ = 0 quando
houver dois indices iguais, e que {j; < --- < j,} = J dara

ga(jl)...a(jp) —¢, é-jl...jp

seja qual for a permutagdo o: J — J.
Seja, entao,

t = g "7 e; ® -+ ® ey, anti-simétrico.
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Tomemos uma transposicao 7 arbitraria dos inteiros 1, ..., p.
Seja 7(k) = m, 7(m) = k. Teremos 7*(t) = —t. Assim,

Mudando os nomes de k e m na ultima expressao:

Segue—se que gzkzm: _ gzmzk, Como querl’amos
mostrar.

Assim, se t € um tensor anti-simétrico, na sua expressao
em termos de uma base £, podemos omitir as parcelas
fu-re, ®-- -®e;, onde ha indices repetidos e, nas parcelas
restantes, temos £70U1)-0Up) = ¢_¢h1-Jr onde {jp <--- <
Jpy = J e o J — J é uma permutagdo. Levando esses
dois fatos em conta, podemos escrever, para todo tensor
anti-simeétrico t:

t — Z 5]1]1} (Z Eq 60'(j1) ® ‘e ® 60’(jp)> ,

J

onde o primeiro somatoério se estende a todos os subcon-
juntos J = {j1 < --- < jp} e, para cada J, o segundo
somatorio se estende a todas as permutagoes : J — J.

Se, para cada subconjunto J = {j1 < ..., < jp} C I,
esCrevermos
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veremos que todo tensor anti-simétrico ¢ € Z se escreve
como combinacao linear dos (Z) tensores ej: t =Y &l ey,

onde as coordenadas £7, sdo as coordenadas £t de ¢ na
base £ que tem indices 7; < - -+ < j, em ordem estritamente
crescente.

Ora, a cada permutacao o: J — J corresponde, de
modo natural, uma permutagdo o’: I,—I, tal que o(j,) =
Jo'(m) - 1dentificando o com o', vemos que

ey = E Ec0 (€, ® - ®ej,).

Dai se conclui que os tensores e sao anti-simétricos. Com
efeito, seja p uma permutacao qualquer de [,. Entao

piles) =) Eap 0"(e;, ® - ®ej,) =
=) cop(0p) (65 @+ @ ey,).

Sendo p fixa, ao fazer o percorrer o conjunto das per-
mutagoes de I, , op percorre igualmente o mesmo conjunto
e assim podemos escrever:

prer) =ep ) eun’(en ® - ®e;) =epey,

mostrando que ey €, de fato, um tensor anti-simétrico.

Assim, vemos que os tensores ey constituem um sistema
de ( ) geradores do espaco Z dos tensores anti-simétricos.
Mostraremos agora que os ey sao linearmente independen-
tes, e portanto formam uma base de Z. A independéncia
linear dos e resulta porém diretamente do fato de que os
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produtos e;, ®- - -®e;, formam uma base de V' e, se J # K,
nenhum elemento dessa base que entra na confeccao de e
comparece na expressao de ey .

Para finalizar a terceira construcao da p-ésima poténcia

exterior de V', definimos uma aplicagao p-linear alternada
¢:V x---xV — Z pondo

d(v1, ..., Up) 22500*(1)1@...@%).

O par (Z,¢), assim definido, satisfaz os axiomas requeri-
dos, como logo se vé. O tensor ¢(vy,...,v,) chama-se o
“anti-simetrizado” de v; ® --- ® v,. A aplicacao linear
A: VP — V¥ definida por A = > e0* chama-se “operagio

de anti-simetrizagao” e (1/p!)A é uma projecao de V{ sobre
o subespaco Z dos tensores anti-simétricos p vezes contra-
variantes.

Prosseguimos, a fim de mostrar que a p-ésima poténcia
exterior de um espaco vetorial V' ¢ tnica, a menos de um
isomorfismo canonico. Antes mesmo de demonstrar a uni-
cidade, ja é conveniente adotar a notacao definitiva. Se
(Z,¢) é uma p-ésima poténcia exterior de V', escreveremos

AV =VA-AV

em lugarde Z e vi A+ -Av, € AV em lugar de ¢(vy, ..., v,).

Os elementos de A V chamam-se p-vetores. Os p-vetores
da forma v; A- - - Av, dizem-se decomponiveis. Cada p-vetor
se escreve (de infinitas maneiras) como soma de p-vetores
decomponiveis.

p .
O p-vetor v; A--- Av, € AV chama-se produto exterior
dos vetores vy,...,v, € V.
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Sendo a aplicagao (vy,...,vp) — v1 A --- A v, p-linear
alternada, segue-se do Corolario da Proposicao 3 que, dada
uma base £ = {e1,...,e,} em V| e considerando-se a base

p
de AV formada pelos produtos exteriores
es=ey N---Nej,, J={j<-<jp}

temos, para v; = ) aje;...,vp = ), a,€;, a seguinte
expressao do produto exterior v; A --- A v, , em termos da
base e:

vl/\---/\vp:Zdet(on)eJ,
J

onde o = (a}) € M(n x p) é a matriz cujas colunas so as
coordenadas dos vetores v; na base £.

. D " . . , .
Teorema 2. Seja AV uma poténcia exterior p-ésima de
V. A toda aplicacdo p-linear alternada g: V x --- x V —

. . g ~ P
W' corresponde uma unica aplicacao linear g: NV — W

tal que g(vi A --- ANvy) = glvr,...,v,) sejam quais forem
Vi,...,U0p € V.
Demonstragao: Seja &€ = {e1,...,e,} uma base de V

e consideremos a base correspondente {e;} em AV. Seja
wy = g(ej,....e;,) € W, J = {j1 < < jp}. Defina-

o~ p o~
mos g: AV — W pondo g(e;) = wy e estendendo por
linearidade. Dados v1 = ) afe;,...,vp =D aje; em V,
temos

vl/\---/\vp:Zdet(on)eJ, donde
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de acordo com o Corolario da Proposicao 3. Verifica-se
que ¢ cumpre a condi¢do imposta. E claro que, nestas
condigdes, g é unica, pois os p-vetores decomponiveis geram

p ~ : -
AV. Em particular, a aplicacao ¢, definida com auxilio de
uma, base, nao depende da escolha desta.

Teorema 3. (Unicidade da p-ésima poténcia exterior.)

. D D " . : , .
Sejam AV e NV duas poténcias exteriores p-ésimas do
mesmo espaco vetorial V. FExiste um unico isomorfismo

o~

p p R
g: NV =NV tal que gluy A---Avp) =v1N--- Ny, .

Demonstracao: Faz-se usando o Teorema 2, nas mes-
mas linhas da demonstracao do Teorema 2, Capitulo 2, seu
analogo para produtos tensoriais.

Corolario. A correspondéncia ¢ — ¢ estabelece um iso-
P
morfismo canénico A,(V,W) ~ LINV,W).

3.4 Algumas aplicacoes do produto
exterior

Proposicao 5. Os vetores vi,...,v, € V sao linear-
mente independentes se, e somente se, seu produto exterior

P :
vi A---ANv, € AV € diferente de zero.

Demonstracao: Como a aplicagdo p-linear (vq,...,v,) —
v1 A --- A vy € alternada, v A -+ A v, # 0 implica que
V1,...,Vp sd0 linearmente independentes (Proposicao 1).

Reciprocamente, se tais vetores sao independentes, existe
uma base em V' que os contém. Entao vy A--- Av, é um

p
elemento da base correspondente em AV, donde é # 0.
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Diremos que uma matriz o € M(n X k) tem posto p se
ela possui p colunas linearmente independentes, mas p + 1
quaisquer de suas colunas sao linearmente dependentes.

Corolario. Uma matriz a € M(n X k) tem posto p se, e
somente se, possui um menor de ordem p nao-nulo, mas
todos os seus menores de ordem p + 1 sdo iguais a zero.

Com efeito, a condicao necessaria e suficiente para que
r vetores-coluna de a, vy,...,v,, sejam linearmente inde-
pendentes é que v; A --- A v, # 0. Ora, as coordenadas de
v1 A --- A v, relativamente a base canonica do R™ sao os
menores de ordem r extraidos das colunas de a correspon-
dentes aos vetores v; .

Segue-se do corolario acima que a tem posto p se, e
somente se, possui p linhas linearmente independentes mas
nao possui p + 1.

Proposicao 6. Sejam ui,...,up, € V evy,...,v, € V
duas p-uplas de vetores linearmente independentes. Fssas
p-uplas geram o mesmo subespaco de V' se, e somente se,
existe um escalar A # 0, tal que ui A+ - -Aup = A1 A+ -Avp .

Demonstracao: Suponhamos que os u; e os v; geram
o mesmo subespaco W de V. Como dimW = p, temos

p
dim AW = 1. Os p-vetores ug A -+ ANup e v A--- ANy,

formam duas bases de KW, donde existe A # 0 tal que
up A---Aup, = Avp A--- Av, . Reciprocamente, se vale esta
igualdade, dado x € V, tem-se z Aug A--- Au, = 0 se, e
somente se, z Av; A--- Avp, = 0. Ou seja: x € combinagao
linear dos u; se, e somente se, x é combinacao linear dos
v; . Assim, os u; e 0s v; geram o mesmo subespago de V.
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Segue-se da Proposicao 6 que a correspondéncia que as-
socia a cada p-vetor decomponivel nao nulo v1 A--- A v, €

AV o subespago de V' gerado por vy, ..., v, € bem definida.
Além disso, a dois vetores decomponiveis corresponde o
mesmo subespaco se, e somente se, um deles é multiplo do
outro. O subespago W, gerado pelos vetores independen-
tes v1,...,vp, pode ser caracterizado como o conjunto dos
vetores x € V tais que z Av; A--- Av, = 0. Pode-se ainda
verificar que, se ug A -~ Aup, = Uew N~ ANwy = W
segundo essa correspondéncia, entdo U N W = {0} se, e
somente se

U A ANup Awr A - Awg # 0O

o que U C W se, e somente se, existem vy, ..., Vk_p tais
que W A AW =uUL N - NUpy AUVL N - A VUp_p.

Num espago vetorial euclidiano V', podemos definir o
volume (p-dimensional) do paralelepipedo gerado pelos ve-
tores vy, ...,v, € V. Poremos

vol(vy,...,vp) = \/det(vz- - U5),

igual a raiz quadrada do determinante da matriz p x p
formada pelos produtos internos v; - v;. Esta formula é
uma generalizagdo direta dos casos conhecidos (p = 2,3)
da Geometria Analitica. Por exemplo, a area A do parale-
logramo determinado por 2 vetores u, v é dada por
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A = u] - |h], onde |h* = [u]* — [w[* e w = (u- v)u/|uf
é a projecao ortogonal de v sobre u. Entao |ul?|h|* =
lu|? |v|* = (u - v)? e portanto A% = (u-u)(v-v) — (u-v)?
isto é:

u-u U-U
w-u o v-v|

A% =

A definicao geral que demos requer dois cuidados. Em
primeiro lugar, devemos mostrar que o determinante
det(v; - v;), conhecido como o “Gramiano” dos vetores v; ,
é sempre > 0. Em segundo lugar, como o volume p-
dimensional de um paralelepipedo degenerado (isto é, con-
tido num subespago de dimensdo < p) deve ser nulo, esse
determinante s6 deve ser # 0 quando os vetores v; forem
linearmente independentes. Tais exigéncias sugerem que
o Gramiano seja o quadrado do comprimento do p-vetor
(IVANERIAW /A

Trataremos, pois, de introduzir na poténcia exterior

AV um produto interno (z,w) — z - w tal que
(ur A= Aup) - (v A -+ - Ap) = det(u; - vy).

Para definir esse produto interno, comecamos conside-
rando a funcao de 2p variaveis g: V x --- x V — R, dada
por g(us, ..., Up, V1, ...,0,) = det(u;-v;). Como o determi-
nante de uma matriz é uma funcao multilinear alternada de
suas linhas e de suas colunas, segue-se que g é uma forma
2p-linear, alternada relativamente aos u; e aos v; separada-
mente. Uma aplicacao judiciosa do Teorema 2 mostra que
existe uma forma bilinear

G AV XAV SR



114 [CAP. 3: ALGEBRA EXTERIOR

tal que g(us A~ Aup, v1 A -+ Avp) = det(u; - v;). Como o
valor det(u; - v;) ndo se altera quando se trocam as linhas
pelas colunas, segue-se que g é uma forma simétrica, isto

é, g(z,w) = g(w, z).
~ D
Escreveremos z - w = g(z,w), para z,w € AV.
Para mostrar que (z,w) — 2z - w é um produto interno

em A V', resta somente verificar que, dado z € A V', temos
z-22>0,eque z# 0 implica z- 2z > 0.

Procederemos indiretamente, do seguinte modo: seja
E ={ey,...,e,} uma base ortonormal em V. £ determina

uma base em A V', formada pelos p-vetores ey = ej; A--- A
€jps 11 < - <Jpf=J. E facil verificar que cada produto
ej-ex = det(ej-er,), K ={k1 <--- <kp}, ézerose J # K
e igual a 1 se J = K. Segue-se entao da bilinearidade de

z-wquese z =Y. Meyew =Y uf ek sio elementos
T K

p
de AV, entdo z-w =Y A\ /. Daf resulta imediatamente
J

que z -z = Y (A)? donde z- 2 > 0e z-2 > 0 quando
7
z # 0.

Assim, AV fica munido de uma estrutura de espaco
vetorial euclidiano, relativamente a qual o comprimento de
um p-vetor v A- - -Av, coincide com o volume p-dimensional
do paralelepipedo determinado em V' pelos vetores vy, ...,vp.

Da maneira como o produto interno foi definido em A V,
segue-se que o Gramiano det(u; - u;) é sempre > 0 e é > 0
precisamente quando os vetores uy, ..., u, sao linearmente
independentes. Para p = 2, obtemos a desigualdade de
Cauchy-Schwarz: (u-v)? < (u-u)(v - v),



[SEC. 3.4: ALGUMAS APLICACOES DO PRODUTO EXTERIOR 115

Escolhendo uma base ortonormal ¢ = {ey,...,e,} em
V, pondo u; = ) aje;...,u, = ) a,e;, chamando de
/ i

1
a a matriz (o) € M(n x p) dos coeficientes dos vetores

u; , temos u; - u; = Zozk o , donde a matriz (u; - u;) é o

produto at- o da transposta de a por a. Notando que u; A
= > det(a’)e; é a expressao do p-vetor uy A- - - Auy,

p
relativamente & base ortonormal {e;} de AV, segue-se que

det(a’ - a) = [vol(us, up)] |u1 A Al =

Z [det(a

Obtemos assim a identidade de Lagrange:

det(a’ - @) = Z[det(oﬁ’)]z.

J

Acima, o € uma matriz n x p, com p < n. Se fosse n < p,
teriamos det(a’ - @) = 0. Com efeito, af - « seria entéo a
matriz de um produto de aplicacoes lineares do tipo RP —
R™ — RP e, sendo n < p, a primeira dessas transformacoes
nao pode ser biunivoca, donde o produto também nao é, e
portanto o determinante desse produto é nulo.

Se V é euclidianoe ug A~ Aup=a-v1 A~ ANvy, #0,
entao

[ug A= Al vol(u, . up)

o] =

vt A= Ayl vol(uy, ..., vp)

Logo |a| é a razdo entre os volumes dos paralelepipedos
determinados pelos u; e pelos v;. Note-se que, dadas es-
sas duas p-uplas de vetores gerando o mesmo subespaco
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W C V, a existéncia do nimero o nao esta subordinada
a um produto interno em V. Mesmo num espaco V' des-
provido de produto interno, pode-se definir a razao entre
os volumes de dois paralelepipedos “paralelos” (isto é, ge-
rando o mesmo subespago). Poe-se

vol(uy, ..., up) : vol(vy, ..., vp) = ||, onde

(L ANEAN T S  VANCIEVAR /A

Os p-vetores decomponiveis do espaco R"™ podem ser
definidos geometricamente, de maneira andloga aos veto-
res livres do plano. Um p-vetor decomponivel v; A --- A,

é a classe de “equipoléncia” de uma p-upla (vi,...,vp)
de vetores independentes, onde duas p-uplas (uq,...,u,)
e (v1,...,vp) sdo equipolentes quando satisfazem as condi-

¢oes abaixo:

(1) Elas geram o mesmo subespago W C R";

(2) Os paralelepipedos gerados pelas duas p-uplas da-
das tém o mesmo volume, isto é, det(u; - u;) = det(v; - v;);

(3) Elas estao “igualmente orientadas”, isto é, a ma-
triz de passagem de uma dessas p-uplas para a outra tem
determinante > 0.

As condigoes (1) e (2) significam que u; A --- Au, =
+v1 A--- Avu,. A condigdo (3) exclui o sinal menos na
igualdade acima.

Num espago vetorial V', de dimensao n, o importante
conceito de orientacdo estd intimamente relacionado com
a dlgebra exterior de V. Sejam & = {e1,...,e,} e F =
{f1,..., fu} duas bases de V. Diremos que £ e F estao
tgualmente orientadas quando a matriz de passagem de
uma dessas bases para a outra tem determinante positivo.
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A definicdo acima é motivada pela seguinte proposicao,
que nao demonstraremos aqui: “A matriz de passagem de
£ para F tem determinante > 0 se, e somente se, existem
n aplicagbes continuas g;: [0,1] — V tais que, para cada
t €10,1], {g1(t),...,9,(t)} é uma base de V', sendo g;(0) =
e; € gi(l) = f;, parat =1,...,n.” Em outras palavras, £
e JF sao igualmente orientadas se, e somente se, é possivel
deformar continuamente £ em F, na unidade de tempo,
de modo que, durante toda a deformagcao, os n vetores em
questao nao deixem de formar uma base de V.

A relagao “€ e F estao igualmente orientadas” reparte o
conjunto das bases de V' em duas classes: duas bases quais-
quer de uma classe estao igualmente orientadas, mas uma
base de uma classe e uma base da outra nao estao igual-
mente orientadas. Cada uma dessas duas classes chama-se
uma orientacao em V. Um espaco vetorial orientado é
um par (V,0), onde V é um espago vetorial e O é uma
orientacao em V. Muitas vezes, porém, para evitar o pe-
dantismo, referir-nos-emos ao espaco vetorial orientado V,
deixando O subentendida.

Uma orientacao num espaco vetorial V', de dimensao n,
pode também ser definida como uma classe de equivaléncia

no espaco vetorial A V', de dimensao 1. Num espaco vetorial
E de dimensao 1, os vetores # 0 se dividem em duas classes
disjuntas. Dois vetores e, f € E ficam na mesma classe se,
e somente se, e = A f,com A > 0. See=\Af com A <0,

entao e, f pertencem a classes distintas. Quando F = A V,
todo vetor nao-nulo em F é da forma e = e A- - -Ae, , sendo
E ={ey,...,e,} uma base de V. Se F = {f1,..., fa} €
outra basede V', entaoe; A---Ae, = A fiA--- A f,,, ou seja
e = A f, onde A é o determinante da matriz de passagem
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de F para £.

Num espaco vetorial orientado V', de dimensao n, além
do volume comum, podemos também definir o volume ori-
entado de um paralelepipedo orientado n-dimensional. Se

este paralelepipedo é determinado pelos vetores v, ..., v,
(nesta ordem!), o vol(vy,...,v,) é definido do seguinte
modo: escolhemos uma base ortonormal € = {eq,...,e,}

que pertenca a orientacao de V. Entao vy A --- Awv, =

Aer A---Ae,. O namero A\, que pode ser positivo ou ne-

gativo, é o volume orientado do paralelepipedo. Em outras

palavras, se v; = ) oz"é- e;, entdo \ = det(oz;). E claro que
2

|A| coincide com o volume anteriormente definido.

Como aplicacao do produto exterior de vetores, dedu-
ziremos agora a regra de Cramer. Trata-se, como se sabe,
da resolucao de um sistema de equacoes

ozt + gz’ + -+ apz” = b

st +asr’ + -+ asa = b

az' +afa® + - + ata™ = "
onde o numero de equacoes é igual ao niimero de incégnitas
e a matriz @ = (a3) tem, por hipétese, determinante
# 0. Introduzindo os vetores-coluna a; = (aj,a?,...,a")
eb= (b, 0% ..., 0") em R"™ vemos que resolver o sistema
acima significa encontrar n nimeros z!, 22, ..., z" tais que
rlay + 22as + - - - + 2"a, = b. Como det(a) # 0, os vetores
ai,...,a, constituem uma base do espaco R". Dali resulta
que os numeros z* sao as coordenadas de b relativamente a
esta base, donde nosso problema tem solugao tinica. Trata-

se apenas de obter explicitamente as coordenadas z’.
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Multiplicando exteriormente ambos os membros da
igualdade > x7a; = b, & esquerda por a; A --- A a;_1 e
a direita por a;41 A -+ A a,, obtemos: (Para i = 1, nao
multiplicamos a esquerda; se ¢ = n, nao multiplicamos a
direita.)

ayp N\ - ANaj_1 N <Z SL’jCLj) /\CLH_l/\"'/\CLn:
:al/\---/\ai_l/\b/\aiﬂ/\---/\an,

ou

Tar A ANag) =a A ANai_1 AbAai 1 A+ Aay,.

n
Seja e =e; A---Ae, a base de A R correspondente a base
canonica de R™. Entao:

arN---Na, =det a-e

ag A+ ANag_1 AbA a1 A+ Aay, = det[a(b, )] - e,

onde indicamos com «(b,7) a matriz obtida de « substi-
tuindo-se a i-ésima coluna a; por b. Segue-se que

T __ det[a(b, Z)]
 det a

que é chamada regra de Cramer.

1=1,...,n,

3.5 Formas exteriores

Sejam V um espaco vetorial e p um inteiro positivo. Sabe-
mos que 0 espagco Vpo =V*®---® V" dos tensores p vezes



120 [CAP. 3: ALGEBRA EXTERIOR

covariantes é canonicamente isomorfo ao espago £,(V) das
formas p-lineares sobre V. Este isomorfismo leva o produto
tensorial f' ®--- ® fP € V) de formas lineares f* € V* no
produto comum f*- f2...fP € L,(V), o qual, como 4 vi-
mos, é definido por (f*- f2... fP)(vy,...,vp) = f*(v1) ...
- fP(v,). Esquematicamente:

L(V)-V'®---@V"

a2 PSP - fP

Isto nos diz que o estudo dos tensores puramente cova-

riantes pode ser reduzido diretamente ao estudo das for-
mas p-lineares, sem necessidade de introduzir-se o con-
ceito geral de produto tensorial. Mais ainda, resulta dai
que V*® --- ® V* é canonicamente isomorfo ao espaco
(V®---®V)* dual do espago dos tensores p vezes contra-
variantes. Com efeito, temos L,(V) = (V® ---® V)* pois
as formas p-lineares sobre V' correspondem, pelo Teorema

1 do Capitulo 2, as formas lineares sobre V® ---® V.
Nessa mesma ordem de idéias, mostraremos agora que

p : ,

o espagco A V™ dos p-vetores covariantes sobre V é cano-
nicamente isoformo ao espago A,(V) das formas p-lineares
alternadas. Mais precisamente, demonstraremos a

Proposicao 7. O isomorfismo canonico L,(V) = V* ®
V*, acima referido, leva o subespaco A,(V') das formas p-
lineares alternadas sobre o subespaco Z* dos tensores anti-
simeétricos p vezes covariantes.

Demonstragao: Tomemos uma base &€ = {e1,...,e,};
seja £ = {e!,..., e"} a base dual em V*. Pelo Teorema 1,
obtemos uma base de 2,(V'), formada por formas

o J={j1<--<jtC{l,....,n},
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definidas no enunciado daquele teorema. Segue-se da de-
finicao que

o7 =3 e, eolin) 7)ol

soma estendida a todas as permutacoes o: J — J. O iso-
morfismo L,(V) = V? leva entéo ¢’ em

ZEU ea(jl) 0% 60(j2) R ® ea(jp) — €J.

Mas, como vimos no decorrer da Terceira Construcao da
p-ésima poténcia exterior, os vetores e’ constituem uma
base de Z*. Isto conclui a demonstracgao.

Sabemos que o espago Z* dos tensores anti-simétricos p
vezes covariantes pode ser considerado como p-ésima potén-
cia exterior de V*, sendo fi A--- A fp

Ze?afau) R ® forp) -

Assim, temos o

P
Corolario 1. 2,(V) = AV™. Por este isomorfismo cano-
nico, ao produto exterior f1 A --- A fP das formas lineares
[t € V*, corresponde a forma p-linear f € A, (V) tal que

fvi, ..., vp) = det[f(v;)].

Com efeito,

fl/\.../\fp:Zgafa(l)@)...@fa(p)
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é a imagem, pelo isomorfismo acima, de

f=Y e, o, fo@ o)

donde
flv1,...,vp) = Zea(f"(l),f"(z) .. .f"(p))(vl, e, Up) =

=D e 7O w) . 7P (vp) = detlf ()]

) D p . A
Corolario 2. AV* = (AV)* pelo isomorfismo canénico
que aplica o p-vetor f1' A --- A fP no funcional linear

f: KV—>Rtalque

Fn A+ Avy) = det[ i),

Com efeito, temos o isomorfismo canonico
p *
le(V) ~ AN V )

dado pelo Coroldrio do Teorema 2, que leva f € 2,(V) em
fe(AV), onde f(vu A---Awvy) = flu,...,v,). Com-
pondo este isomorfismo com o do Coroldrio acima, temos
o resultado desejado.

Se quiséssemos fazer apenas o estudo dos p-vetores co-

variantes sobre um espacgo V', poriamos KV = A, (V) e,
para f1,..., fP € V* definirfamos f1 A--- A fP € 2,(V)
pondo

(fP A AP, vp) = det[f(vy)].
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Um p-vetor covariante f & AV* é também chamado
uma p-forma exterior sobre V. O estudo das p-formas ex-
teriores tem grande importancia em Geometria Diferencial
e Analise, onde foi introduzido por Elie Cartan, com o fito
de tratar intrinsecamente a integracao de formas diferenci-
ais, e os chamados sistemas de Pfaff.

3.6 Poténcia exterior de uma apli-
cacao linear

Seja A: V — W uma aplicacao linear. Como a aplicacao
(v1,...,vp) = Avy A --- A Av, é p-linear alternada, existe

o L. p P o
uma unica aplicacao linear AV — AW, que indicaremos

P , . A .
com A A e chamaremos de p-ésima poténcia exterior de A,
tal que:

KA(vl/\---/\vp) = Avy A --- N Av,.

Dadas asbases € = {e1,...,eptem V. F={f1,..., f-}
em W, temos Ae; = 3o f;, onde a = (o) € M(r x n)
é a matriz de A relativamente a estas bases. Entao, para
cada subconjunto J = {e; < -+ < jp} C I, temos e; =
ej, \---Nej, € (KA)@J = Aej, A---NAej, =Y det(aF) fx,

K
onde K = {ky <---<kp} C I e fx = fi,A---Af, . Logo,

, p P P . .
a matrizde AA: AV — AW relativamente as bases e; e
fx , determinadas por £ e F respectivamente, é a matriz

ity en[() ()]
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cujos elementos sao os menores de ordem p da matriz

de A.

Em particular, sedimV =ne A: V — V, entao AA: A
V = AV étal que (7\A)z = det A - z, para todo z € AV

Esta igualdade pode ser usada para definir o determinante
de A.

Segue-se que, quando dimV = n, a razao entre os

volumes dos paralelepipedos gerados por {ug,...,u,} e
{Auy, ..., Au,} é dada por

vol(Auy, ..., Auy) : vol(uy, ..., u,) = det A.

Mais precisamente, esta é a razao entre os volumes orienta-
dos correspondentes. Ela nao depende de uma orientacao
tomada em V. As bases {ui,...,u,} e {Auy,..., Au,}
sao igualmente orientadas ou nao, conforme detA > 0
ou det A < 0. O valor absoluto |det A| fornece a escala
segundo a qual os volumes em V sao transformados pela
aplicacao A.

A forma da matriz de A A nos mostra ainda que o posto
de uma aplicagdo linear A: V. — W (dimensao do sub-

espago A(V) C W) é o maior inteiro p tal que A A # 0.
Com efeito, o posto de A, assim definido, é o posto de
qualquer matriz de A.

Dada uma aplicagao linear A: V — W, sua adjunta é
a aplicacao linear A*: W* — V™ definida por (A*g)v =
g(Av), g € W* v € V. Entao o diagrama abaixo, onde L,
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e Lo indicam isomorfismos canonicos, ¢ comutativo.

(Aw) L% Ry
Lll lLQ
p Ra* p

AW* —— AV*

p
Em outras palavras, se fizermos as identificagoes (A V)* =
AV* e (K W) = /KW*, teremos (K Ay = AA*. A veri-
ficacao deste fato é deixada a cargo do leitor.

Resulta diretamente da definicdo que, se A: V — W e
B: W — Z sao aplicagoes lineares, entao

MBA) = ABoAA: AV = AZ.

Em conseqiiéncia, se A: V — W é invertivel e A™1: W —

, , . D P P L
V é sua inversa, entao AA: ANV — AW também ¢ in-

vertivel, sendo (K A7l = K(A_l).

Mais geralmente, se A: V' — W ¢ biunivoca, entao AA
também o é. Com efeito, existe nesse caso uma aplicacgao li-
near B: B — V tal que BA = identidade: V' — V. (Basta
tomar B como a composta de uma projegdo W — A(V)
com a inversa A(V) — V, que existe pela biunivocidade

de A.) Entao teremos AB-AA = /K(BA) = identidade,
donde A A é biunfvoca. Tomando o caso particular em que
VcWeA:V — W ¢éa aplicagao de inclusao, vemos que
ANA: AV — AW é biunivoca, donde AV pode ser con-

: P
siderado, de modo natural, como um subespaco de AW,
como sempre faremos.
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Se A: V. — W é sobre W, entao ANA: ANV — AW

também é sobre A W, como se vé por um raciocinio analogo.

Quando V' é um espaco vetorial euclidiano, o isomor-
fismo canodnico J: V — V* induz um isomorfismo AJ: A
V — AV*. Por outro lado, AV herda de V' um produto in-
terno, e portanto existe também um isomorfismo canonico

J® AV - (K V)*. Seja L: AVE (K V)* o isomorfismo
canénico. O leitor pode verificar que J® = L o (/pi J), ou
seja, que o diagrama abaixo é comutativo:

()
p p
Ay — 2 AW
p
AJ L
p
AVH

3.7 Algebra de Grassmann

N . p q .
Dadas as poténcias exteriores AV, AV do espaco vetorial
V', existe uma tunica aplicacao bilinear

p q p+q
ANV XAV = AV

tal que (ug A - Aupvr A= Avy) = U A Ay Avgp A
-+ ANvg. Ela é chamada a multiplicacao exterior de p-
vetores por q-vetores, e € induzida pela aplicagdo (p + q)-
linear (uy,...,Up, V1,...,0;) = U A= AU, AULA--- Ay,
a qual é alternada em relagao a uj,...,u, € a vy,...,7,
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separadamente. O produto exterior de um p-vetor por um
g-vetor goza das seguintes propriedades:

(1) zA(w+t)=zAw+ 2z At
(2) 2/ (aw) = a(z Aw);

(3) zAw=(=1)PwA z, sezEKVewE/q\V;
(4) 2N (wAt)=(zAw)At.

As propriedades (1) e (2) exprimem simplesmente a bi-
linearidade da multiplicagdo. Em virtude de (3), basta
postuld-las em relagdo a um dos fatores. Quando a (3),
chamada propriedade anti-comutativa, é suficiente verifica-
la quando z =u; A---Aup e w =v; A--- Ay, sao decom-
poniveis. Neste caso, zAw =ui A+~ AUup A1 A+ Nvg =
(—1)PTu A~ - AvgAug A=+ - Auy = (—1)P?w - z. Do mesmo
modo, a propriedade associativa (4) basta ser verificada
para z, w, t decomponiveis, sendo evidente neste caso.

Como aplicagao do produto exterior de um p-vetor por
um g-vetor, obteremos agora o desenvolvimento de Laplace
de um determinante.

Seja o = (o) uma matriz quadrada de ordem n =
p+q. Seja H = {hy < --- < hy} um conjunto de p
inteiros compreendidos entre 1 e n. Indiquemos com R¥ C
R™ o subespaco de dimensao p formado pelos vetores x =
(z',...,2") € R" tais que ' = 0 se i ¢ H, e com R
o subespaco de R"™ de dimensao ¢, formado pelos vetores
y=(y',...,y") € R" tais que y* = 0 se 1 € H. Cada vetor
em R" se escreve, de modo Unico, como soma de um vetor
de R¥ com um vetor de R¥'. Em particular, cada vetor-
coluna v; = (aj,a?,...,a") da matriz o se escreve como
v; = a; +b;, onde a; € R¥ e b; € R¥'. Indicando com £ =
{e1,...,e,} a base canénica de R" ecome=e; A---Ae,
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a base correspondente de A R™, temos:
deta-e = v A Avy = (a1+b1) A(aa+ba) A - A(an+by).

O produto a direita se distribui numa soma de parcelas do
tipo ¢yt Aca A -+ A ¢, onde cada ¢; = a;, ou ¢; = b; . Como
dim R¥ = p e dim R¥' = ¢, cada produto desses que tiver
mais de p fatores do tipo a ou mais de ¢ fatores do tipo b,
é igual a zero. Restarao, na soma, apenas as parcelas que
possuem exatamente p fatores a; e g fatores b; . Agrupando
os a; no principio, em ordem crescente de indices, e os b,
no fim, obtemos:

detoz-e:zg(J,J’)ajl/\ajz/\---/\ajp/\bji/\---/\bj(xl,
J

a soma estendendo-se a todos os subconjuntos J =
{j1 < - < jp} C In,onde J = {j; < --- < j;} in-
dica o complementar de J em I, e (J,J") = £1 é o sinal
da permutagao

{1a2a"'an}_>{j1)"'ajp? ]i??](,]}

ou seja, —1 elevado ao ntimero de pares (7, 5'), onde j € J,
jedJ ey <j.

Escrevendo, como de costume,
D D ’
en = en, A+ New, € AR", e =ey Ao+ ANep € AR™,
teremos

aj, A...aj, = det(af)en, bjy A=+ Nbj = det(aey .
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Logo:

deta-e = Zs(J, J") det(af ey A det(al Yen =
J

=" e(J, ) det(all) det(all ew A eqr =
J

=e(H,H')) e(J,J') det(alf) det(al )e.

Assim, igualando os coeficientes:

deta = e(H, H') Z e(J, J') det(afl) det(at).
J

Esta é a formula que da o desenvolvimento de Laplace para
det «, relativo a escolha das linhas H: det o é a soma dos
produtos de cada menor det(a’) com H fixo, por seu “me-
nor complementar” e(J, J') det(al). Em particular, to-
mando H = {i} obtemos o desenvolvimento de det o se-
gundo os elementos da ¢-ésima linha de a.

E claro que, trocando linhas por colunas, teremos um
desenvolvimento de Laplace segundo um conjunto fixo K
de colunas de a.

Como conseqiiéncia da férmula de Laplace, vemos que

se o é da forma (gg), onde € M(p xp), d € M(q X q),

v € M(p x q) e 0 é a matriz nula ¢ X p, entdo deta =
det G - det d.

, 0
E natural considerar AV = R. Além disso, da definicao

1
geral ja segue que AV = V. O produto exterior

p q p+q
ANV XAV = AV
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reduz-se ao produto usual de um p-vetor (ou de um g¢-vetor)
por um escalar quando ¢ = 0 ou p = 0. Quando p = ¢q =
1, o produto exterior (u,v) — u A v reduz-se ao produto
exterior usual de dois vetores.

Consideremos a soma direta

n
n

0 1
AV=AV@AV @ @AV =) (AV), n=dmV.

p=0

p
(Como AV = {0} se p > n, poderiamos escrever AV =
X p
YAV
p=0

Cada elemento z € AV se escreve, de modo tnico, como

uma soma
z=2=2+"+2n,

onde cada parcela z, ¢ um p-vetor. E claro que zp € R e
z1 € V. Dado outro elemento

W= wy+ws+ -+ Wy,
definiremos o produto
2ANw=zgANwo+ (z1 ANwg+ 20 Awy) + -+ + 2y A wy,.
Verifica-se facilmente que a aplicagao
(AV) x (AV) = AV

assim definida ¢é bilinear e portanto introduz em AV uma
estrutura de algebra, com a qual V' chama-se a dlgebra de
Grassmann, ou a dlgebra exterior do espago vetorial V.

A algebra de Grassmann AV é associativa, possui uma,
unidade, e ¢ uma dlgebra graduada anti-comutativa, isto é,
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cada elemento z € AV se escreve, de modo unico como
soma z = zp+ - - - + 2, de suas componentes “homogeneas”

P :
zp € NV, sendo o produto z, A 2z, de dois elementos ho-
mogeéneos um elemento homogéneo de grau p + ¢, (isto é,

ptq
pertencente a A V), e 2z, Az = (—1)P9 2, A z,, quando 2,
e z, sao homogeneos de graus p e g respectivamente.

Uma base € = {ey,...,e,} de V determina uma base
em AV, formada pelos elementos e; = e; A---Ae;, , onde
J = {j1 < --- < jp} percorre todos os subconjuntos de
{1,...,n}. Pde-se e; =1 quando J é vazio. Assim, AV é
uma algebra de dimensao finita e, na realidade, dim AV =
2",

A algebra de Grassmann AV é gerada por 1 e V, goza
da propriedade de ser v A v = 0 para todo v € V, e a sua
multiplicagao nao satisfaz nenhuma outra relagao, salvo as
que decorrem desta. Ou seja, AV é a dlgebra livre associ-
ativa e anti-comutativa gerada por 1 e V. Esta afirmacao
significa, em termos matematicos, que o teorema abaixo é
verdadeiro.

Teorema 4. Sejam V um espaco vetorial e A uma dlgebra
assoctativa com unidade 1. Se f: V — A € uma aplicacao
linear tal que f(u)f(u) = 0 seja qual for u € V, entdo
existe um unico homomorfismo unitdrio F: NV — A tal
que F(u) = f(u) para todo u € V.

Demonstracao: Para cadainteirop > 0, seja f,: V' x---X
V — A a aplicagdo p-linear definida por f,(us,...,u,) =
f(u1)f(uz) ... f(up,). Pelahipdtese sobre f, cada f, é alter-
nada. Logo existe, para cada p > 0, uma aplicacao linear

for AV = Atal que fy(ur A Aup) = flu)f(us). ..
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f(up). Ponhamos ainda fo: R — A, com fo(\) = A1 € A.
Definamos agora F': AV — A pondo F(zg+2z1+---+2,)+
.-+ fu(zy). Verifica-se imediatamente que F' é um homo-
morfismo unitério de AV em A. E o tnico homomorfismo

unitario que coincide com f em V porque AV é gerado por
Ve R.

Observacao: Na algebra de Grassmann AV, tem-se z A
z = 0 sempre que z é um p-vetor decomponivel, ou quando
2 € soma de componentes homogéneas de grau impar ape-
nas. Mas, se tomarmos z = e; A es + es A e4, onde os
e; sao elementos de uma base de V', veremos que z A z =
2e1 N ey ANes A ey, donde 2z A z #£ 0.

3.8 Produtos interiores

E possivel definir o “produto” de um p-vetor covariante
por um g¢-vetor contravariante, dando como resultado um
(p — q)-vetor covariante se p > ¢ e um (g — p)-vetor con-
travariante se p < ¢. Introduziremos pois as aplicacoes
bilineares

V* % /q\V—>p/_\qV*, se p>q,

RS >RS

q q—p
ANVEXAV > AV® se p<gqg.

A primeira delas serd indicada com (f,z) — fLz e sera
chamada o produto interior a direita do p-vetor covariante
f € AV* pelo g-vetor contravariante z € /q\V, (p > q),
dando como resultado o (p — g)-vetor covariante fLz €

P—q , ,
A V*. Tudo se passa como se z estivesse retirando ¢ das
suas componentes covariantes de f.
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A segunda dessas aplicagoes bilineares sera indicada
q
com (f,z) — fyz. Dados f € AV* e 2 € AV, onde

p <q,0 (q—p)-vetor f 1z € NV serd chamado o produto
interior a esquerda de z por f.

Fazendo as identificacoes AV = (K V)* e Ny =

(p/_\q V)*, fLz seréd o funcional linear sobre p/_\qV, definido
pela condicao:

(fLz)(w) = f(z Aw), seja qual for w € AV

, : : P )
Como f é um funcional linear sobre AV e o produto zAw é
bilinear, segue-se que o segundo membro é linear em f, z e
w, donde fLz é linear em f e z separadamente e pertence,

defatoa A V*. Esta, portanto, definido o produto interior

5 direita AV* x AV — A V*. Note-se que, quando p = q,
flLz = f(2) € Re,quando ¢ =0, fla=af.

Se p < q, dados f € AV* ez € A V', o produto interior
fdze€ "NV ¢ definido pela condicao

g(fAz)=(g AN f)(x), sejaqualfor ge€ N

Como um vetor fica determinado univocamente quando se
conhecem os valores que todos os funcionais lineares assu-
mem nele (desde que tais valores dependam linearmente
dos funcionais!), f_!z estd bem definido. O produto inte-
rior a esquerda

D q b—q
AVEXAV = AV,
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assim introduzido, é bilinear, e no caso em que p = g,
coincide com o produto interior a direita, e com a aplicacao
bilinear natural A V* x AV — R.

Tem-se evidentemente ( fLz)Lw=fL(zAw) e g1 (fd 2)=
(gn )z

Sejam £={ey,...,e,} uma basede V e £*={e!, ... e"}

a bapse dual em V*. Ficam determinadas bases em A V* e
em AV, as quais sao constituidas pelos produtos exteriores
el =et N Nele J={j1<--<jpleex=e€ A A
ek, , K = {k1 < --- < kq} respectivamente. Os produtos
interiores satisfazem as seguintes relagoes:

b 0, se JZK
e’ ey =
e(J, ey, se JCKeJ =K—J

7 0, se KgJ
e’Leg = ,
e(K,K')el' ,se KCJeK =J—-K

onde (K, K') indica, como antes, o nimero de “inversoes”
na seqiiéncia formada por K seguido de K’.

As igualdades acima sao faceis de obter diretamente, ou
como conseqiiéncia das seguintes féormulas mais gerais:

) (A APL(vr A Ayy) =
:Zs(J,J’)fJ(vl/\---/\vq)fJ/ se p>q;
J

2) (fl/\.../\fp)_|(vl/\.../\vq):
:%:E(J’,J)(fl/\---/\fp)(vJ)vJ/ se p<g;

onde J percorre, na primeira férmula, os subconjuntos de
I, com q elementos e J' = I,— J, sendo f/ = fiLA---A fla,
J={j1 <--- <j,} As demais notagoes sdo andlogas.
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Deduziremos a primeira féormula. Qualquer que seja
o (p — q)-vetor decomponivel u; A --- A up_,, temos, por
definicao:

(P A AL Ao A Aty g) =
:(fl/\"'/\fp)(vl/\"'/\Uq/\ul/\"'/\up_q):

= det[f*(w;)],

onde w; = v; se J < gew; = uj_qse J > gq. Desenvolvendo
este ultimo determinante segundo a férmula de Laplace
relativa ao conjunto K = {1,...,q} das primeiras colunas
da matriz (f*(w;)), obtemos:

det[f"(w;)] =
= ZE(J,J,)fJ(Ul/\"'/\vq)'fJ/(ul Ao Np_g) =

= Z€(J, IV (or A A Up)fJ/ (U A= Ay g).
J

Assim, o primeiro e o segundo membro da férmula (1)

~ . .1 —a
sao funcionais lineares sobre A V que assumem o mesmo
valor em todos os (p — q)-vetores decomponiveis u; A - -+ A
Up—q - LOgo esses funcionais coincidem.
A férmula (2) se demonstra da mesma maneira.

Resulta destas férmulas que, interpretando os elemen-

tos f € AV* ez € AV como tensores anti-simétricos (cova-
riantes e contravariantes, respectivamente), o produto inte-
rior fLz é o tensor anti-simétrico covariante que se obtém
quando se contraem, de todas as maneiras possiveis, os ¢
indices covariantes j; < --- < j, de f, e depois se somam
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todos esses tensores contraidos, antecedendo cada um de-
les com o sinal adequado. O produto interior f_Iz tem
interpretacao semelhante.

Seja £ = {e1,...,e,} uma base de V. Como de cos-
tume, sejam e = e; A --- A e, a base correspondente em
A V,e* =¢el A--- Ae” a base de AV correspondente a
dual de £. As aplicagoes

Do A V—>n/_\pV*, Oe : A V*—>}<V,

definidas por ¢e«(2) = e*Lz e ¢(f) = fle, onde z € AV e

n—p
f € N V* sao isomorfismos, na realidade inversos um do
outro. Com efeito, dado um subconjunto K = {k; < --- <
k,} C I,, temos ¢er(ex) = e*Lex = (K, K')eX’ enquanto

de(eE) =X Je=e(K,K)eg .

p P

Segue-se dai que a aplicacao composta @peo0@e«: AV — AV

coincide com a identidade na base {ex}. Logo, ¢e 0 ¢ex =

identidade. Do mesmo modo se ve que ¢. o ¢, coincide
n—p

com a aplicacao identidade de A V™.

Observamos que se F = {fi,..., fn} éoutrabasede V e
f=fin---Af, é o n-vetor correspondente, temos f = a-e,
onde « é o determinante da matriz de passagem de F para
E. Segue-se dai que e* = o f*, donde os isomorfismos

D n—p
bt AV = AV

p n—p
bpei ANV = AV
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estao relacionados por ¢, = a¢s. Semelhantemente,
¢e - (1/0&)@5]0 :

Note-se que cada isomorfismo ¢, : AV — A V', levan-
do a p-forma decomponivel e/ = e/* A --- Ae’r no (n — p)-
vetor decomponivel ¢(J, J' )ey , levara também, por este
motivo, toda p-forma decomponivel num (n — p)-vetor de-
componivel.

Com efeito, isto é claro se a p-forma dada é zero. Se
fA---A fP é uma p-forma decomponivel # 0, entdo os fun-
cionais f1,..., f? sdo linearmente independentes. Existe
portanto uma base F = {f1,..., fn} em V cuja dual F* =
{ft, ..., f"} tem como primeiros p elementos os funcionais
dados. Segue-se que ¢;(f* A AfP) ==L frp1 Ao A fo;
logo

G(f' N ANP)=%Xfpra Ao A f

é um (n — p)-vetor decomponivel, onde A é o determinante
da matriz de passagem da base £ para a base F.

Em particular, para p = 1, como todo funcional linear
¢ uma 1-forma decomponivel, concluimos que todo (n—1)-
vetor num espago vetorial de dimensao n é decomponivel.

Observacao: Se o p-vetor u; A --- Aup, # 0 “determina”
o subespaco W C V (lembramos: isto significa que W é
gerado por us,...,u,) entdo a (n — p)-forma

G (Ut A+  Aup) = fEA - A fP

determina em V* o subespago Wo={f € V*; f(w)=0 para
todo w € W}. O subespago W% C V* chama-se o anulador
de W, ou o subespaco de V* ortogonal a W. Isto é facil
de ver quandoe=e; A---Aey, étal que e = ug,...,ep =
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u, . Entdo temos f' = el ... fP =" sendo claro que
{ePtl ... e"} constitui uma base do subespaco formado
pelos funcionais f que se anulam sobre todos os vetores
e1,...,ep, OU seja, sobre todos os vetores de W. Quando
e =¢e; \---A\e, € uma base qualquer, ¢« difere de ¢.- por
um fator escalar, o que nao altera o resultado.

Notemos que se {uy,...,u,} é uma base de W e

Ger(ur A o- Aup) = fEA - A fP
sendo
W={zeV;fi(z) == f""(z) =0},
ou seja
fHz)=0,...,f"P(x)=0

sao as equacdes que definem W implicitamente. Assim, o
isomorfismo ¢, estabelece a dualidade entre os subespacos
de V e os sistemas de equagoes lineares que definem estes
subespagos.

Seja agora V' um espaco vetorial euclidiano orientado,
de dimensédo n. Se &€ = {e1,...,ept e F={f1,..., fu} slo
bases ortonormais pertencentes a orientacao de V', entao

e=er N Neg=FfiAAfo=T

Logo, existe um isomorfismo candnico
p n—p
o: NV —- ANV

. D n—p n—p
definido como o composto AV — A V* — A V., onde
0 primeiro € o isomorfismo ¢+, associado a uma base or-
tonormal positivamente orientada qualquer em V', e o se-

/7

n—p
gundo é a poténcia exterior A J ! onde J: V — V* ¢
dado pelo produto interno de V.
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. . , p
Mais precisamente, deveriamos escrever ¢,: A V —

n/\pV, notando que (¢,) "t = (=1)P"P ¢, . [O sinal vem
de e(J,J") = (=1)P=P g(J J).]

Dada uma base ortonormal positiva £ = {ey,...,e,}
em V', temos ¢(ey) = (J, J' )ey , seja qual for

J={j < <jpt Cl,

com J' = I, — J. Segue-se dai, e da linearidade de ¢, que
se ug, ..., U, € V sdo linearmente independentes e geram o
subespago W C V, entdo ¢p(ug A+~ Aup) =1 A+ AUp_yp
é caracterizado pelas seguintes propriedades:

1), v1,...,Vn_p geram o complemento ortogonal W+ de
W em V;

2) vol(vy, ..., Up—p) = vol(vy,...,vp);

3) {u1,...,Up, V1,...,Un_p}, nesta ordem, constitui

uma, base positivamente orientada em V.

O (n—p)-vetor vy A- - -Avp_p = G(ur - - -Auyp) é, as vezes,
indicado com a notagdo v1 A+ - Avp_p = (U1 A---Aup)* e
¢ fica sendo chamado a operacdo estrela, de Hodge.

O (n — p)-vetor (u; A --- A up)* é uma generalizagdo

natural do produto vetorial para os p vetores uy,...,up.
Quandop=n—1, (uy A---Au,_1)* é de fato um vetor de
V', que podemos chamar o produto vetorial de uq, ..., up_1 .

Quando p = 2, o produto vetorial (u A v)* de dois vetores

u,v € V é, em geral, um (n — 2)-vetor: (uAwv)* € "NV,
Apenas nos espacos de 3 dimensbes, o produto vetorial
(u A v)* de dois vetores é um vetor, coincidéncia esta que
ocorre no espaco euclidiano ordinario B3. Em virtude disto,
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nao ha necessidade de considerarem-se bi-vetores no calculo
2
elementar, ja que ¢: A R® ~ R3.

3.9 Observacoes sobre a algebra si-
métrica

Voltamos a considerar, no espago Vj = VRV - &
V dos tensores r vezes contravariantes, a aplicagao linear
o*: Vg — V7, induzida por uma permutacao o dos inteiros
1,...,r. Como sabemos, o* é caracterizada pela igualdade

U*(U1®"'®U’r‘):UU(1)®“'®UO’(T)'

Se p é outra permutacdo, temos (po)* = o*p*. Como
(id)* = identidade, segue-se que cada aplicagdo linear o* é
invertivel, e (¢*)~! = (o71)*.

Um tensor r vezes contravariante ¢ € V diz-se simétri-
co quando ¢*(t) = t para toda permutagdo o dos inteiros
1,...,r. Por exemplo, u ® v +vQ®u € V# é um tensor
simétrico. Mais geralmente, se considerarmos a aplicacao
linear S = Y o* de V{J em si mesmo, chamada a operagdo

g
de simetrizacdo, veremos que S(t) = > o*(t) é um tensor
simétrico, seja qual for ¢ € VJ. Na reaTidade, t é simétrico
se, e somente se, S(t) = rlt, e (1/r!)S é uma projecao de
Vi sobre o subespaco dos tensores simétricos.

Se £4-ng30 as coordenadas do tensor t relativamente
a uma base £ de V, entao ¢ é simétrico se, e somente se,
Elo() o) = £M1Ur para toda permutacdo o. Por exemplo,
t=> &9 e; ® e; é simétrico se, e somente se ¥ = £7°.
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Uma base € = {ej,...,e,} de V determina em V7 a
base formada pelos produtos tensoriais e,,, ® -+ ® en,
onde (mq, ma, ..., m,) percorre todas as r-uplas de inteiros
compreendidos entre 1 e n. Entre estas, tomaremos as 7-
uplas M = (m; < mgy < --- < m,), cujos elementos estdo
em ordem ndo decrescente (podendo haver repeticoes). O
nimero dessas r-uplas é o nimero de combinacoes com re-
peticao de n elementos r a r, ou seja, (”_:H). Para cada
r-upla M = (m; < mgy < --- < m,), de inteiros compreen-
didos entre 1 e n, seja

ep) = S(em ® - ®em,) = Z Cmoy @ ® Cmg

o tensor simetrizado de e,,;, ® --- ® e,,,.. Verifica-se sem
dificuldade que os (”_:H) tensores e[y assim obtidos cons-
tituem uma base para o subespago dos tensores simétricos
de V.

Podemos axiomatizar os conceitos acima, introduzindo
a seguinte definicao:

Chama-se r-ésima poténcia simétrica de um espaco ve-
torial V' a todo par (S™(V), ¢) com as seguintes proprieda-
des:

1) S™(V) é um espaco vetoriale ¢p: V x---xV — S™(V)
é uma aplicacdo r-linear simétrica (defini¢ao evidente);

2) dimS"(V) = ("7""), onde n = dim V;
3) A imagem ¢(V x --- x V) gera S™(V).

As condigbes 2) e 3), em presencga de 1), equivalem a
2") Se £ ={e1,...,e,} é uma base de V, entdo os ele-

mentos da forma gb(eml,emz, .. .,emT), onde m; < mgy <
.-+ < m, , formam uma base de S"(V).
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A imagem ¢(vq,...,v,) chama-se o produto simétrico
dos vetores wi,...,v,. Mais comumente, escreve-se
V1 -V - ... U em vez de ¢(vy,ve,...,v,) para indicar o
produto simétrico dos vetores vy, ..., v, .

Um exemplo de r-ésima poténcia simétrica de V' é dado
pelo espago S"(V') dos tensores simétricos r vezes contra-
variantes sobre V', sendo ¢(vy,...,v,) =S(1 ® - Qu,) =
22 Us(1) @ -+ @ V) -

a

Outro exemplo € o dual do espaco das formas r-lineares
simétricas sobre V', sendo ¢(vy, ..., v )(w) = w(vy, ..., v,),
onde w é uma forma r-linear simétrica qualquer.

O significado intuitivo de S™(V') é o que transparece do
seguinte exemplo. Se dimV = n, tomamos para S"(V)
o espacgo dos polinomios homogéneos de grau r nas n in-

determinadas Xi,...,X, . Para definirmos ¢: V x --- X
V — S7(V), escolhemos uma base £ = {e1,...,e,} em V.
Como ¢ deve ser r-linear, basta definir qﬁ(eil, ey ez-T) onde
€iys-- -, 65 € E. Poremos entao:

gb(eil, €igs ooy €,L'T) = X,L X,L .. 'X’i,ﬂ .

Como a multiplicagao entre polinomios é comutativa,
vemos que ¢ é simétrica e as demais propriedades sao fa-
cilmente verificadas.

Quando V' = R", existe uma base canodnica, e S™(V)
é de fato o conjunto dos polinomios homogéneos de grau
r com n indeterminadas. No caso geral, S"(V) é um ob-
jeto intrinseco, que desempenha o papel dos polinomios
homogeéneos de grau r sem fazer referéncia explicita a base
dos monomios X;; X;, ... X;, .



[SEC. 3.9: OBSERVACOES SOBRE A ALGEBRA SIMETRICA 143

Demonstra-se que, dadas duas potencias simétricas
(57(V), #), (S (V), ¢) do mesmo espago V, existe um tnico
isomorfismo L: S™(V) — S (V) tal que ® = L o ®.

Dados r e s, existe uma tunica aplicacao bilinear simé-
trica

ST(V) x S5(V)) — S™H(V))

que leva o par (uy - s ... Ur, U1 -Vz...Us) N0 produto simé-
trico uq - Ug ... U, - V1 - Ua...VUs. Obtém-se entdao, na soma
direta

S(V)=>_S(V)

uma estrutura de algebra, chamada a dlgebra simétrica
do espago vetorial V - S(V) é uma &algebra associativa,
comutativa, de dimensao infinita, com unidade. Mais pre-
cisamente, S(V') é a dlgebra comutativa livre gerada por V
e l.

A algebra simétrica S(V') desempenha o papel de uma
algebra de polinomios, onde os polinomios do primeiro grau
sao os vetores v € V, e o nimero de indeterminadas desses
polinomios é a dimensao de V. Trata-se porém de “poli-
nomios intrinsecos”, onde nao foi feita a escolha explicita
de uma base de monomios.

Podemos também considerar a algebra simétrica cova-
riante do espaco vetorial V', a qual nada mais é do que

SV =) S(V).

A poténcia simétrica S™(V*) pode ser tomada como o espa-
co das formas r-lineares simétricas sobre V', ou seja, dos
tensores simétricos r vezes covariantes. Assim, por exem-
plo, uma forma bilinear simétrica sobre V é um elemento
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de S?(V*). Um produto interno em V é um especial tensor
simétrico de segunda ordem: deve ser “positivo definido”.



Capitulo 4

Formas Diferenciais

4.1 Variedades diferenciaveis

Faremos uma exposicao rapida dos conceitos e resultados, a
respeito das variedades diferenciaveis, que serao utilizados
no decorrer do capitulo.

Um atlas diferencidvel, de classe C* e dimensdo n, sobre
um espaco topolégico M, é uma colecao A de homeomor-

fismos z: U — R"™, do aberto U de M no aberto x(U) do
espaco euclidiano R"™, de modo que:

a. o0s dominios U cobrem M:;
b. sex,ycUhex: U-R" y: V>R com UNV # ¢,
entao a aplicacao

yoxr L:z(UNV)—=yUNV)

do aberto z(U N V) C R™ no aberto y(UNV) C R™ é
diferencidvel, de classe C*.

145
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diferencidvel de classe C*, entdo também z € 2.

Uma variedade diferencidvel M = M™, de classe C¥
¢ dimensao n, € um espaco topoldgico de Hausdorff, com
base enumeravel, munido de um atlas 2l diferenciavel de
classe C* ¢ dimensao n. Por conveniéncia, suporemos que
2l é maximo.

Dado um ponto p € M, chamemos de X, o conjunto
de todos os sistemas de coordenadas x € 2 definidos em
alguma vizinhanca de p:

X,={xcUz:U—-R" e pecU}.

Um vetor tangente a variedade M, no ponto p € M, é

uma funcao
v: X, — R"

que a cada sistema de coordenadas x € X, associa uma n-
upla v(z) = (at,...,a") € R™, de tal modo que, se y € X,
ev(y) = (B,...,0"), entao

ox’

=1

1

B = (),

onde, por <gixi (p)) deve-se entender a matriz jacobiana

da mudanca de coordenadas y o 7!, calculada no ponto

z(p). Os nimeros o', ..., a™ sdao as coordenadas do vetor
v relativamente ao sistema .

Sobre o conjunto M, , de todos os vetores tangentes a
M no ponto p, pode-se definir uma estrutura de espaco
vetorial de modo natural, isto é, se v,w € M, e a ¢ um
nuimero real qualquer, definimos v + w ¢ o v como:

(v+w)(x) = v(x) +w(z)
(av)(z) = av(z)
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para qualquer x € X,. O vetor nulo 0 € M, ¢é a funcao
0: X, - R"

tal que O(z) = (0,...,0) para todo z € X,,.
E facil verificar que v + w e av sao ainda vetores tan-
gentes de M, e, quanto a dimensao, vale a

Proposicao 1. M, € um espago vetorial de dimensao n.

Demonstracao: Basta construir uma base de M, com n
elementos. Na realidade, a cada sistema de coordenadas
r € X, (valido numa vizinhanga de p) faremos correspon-

der uma base
0 0
{@(p), SRR s (p)}

do espaco M, . Dado x, definiremos:

0| 0= (550 Zow) =1

qualquer que seja y € X,. Isto é, a(?ci (p) é o vetor de M,

cujas coordenadas no sistema y sao os numeros

oyt oy™

A regra de derivacao das funcoes compostas mostra que, de

fato, os a(?ci (p) assim definidos sao vetores tangentes. Além

disso, dado um vetor v € M, qualquer, tem-se
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Entao nao é dificil verificar que

v_izzla axz(p)a

e portanto os vetores a(?ci (p) geram M,. Finalmente,

esses vetores sao linearmente independentes pois se w =
SN2 (p) = 0 entdo, em particular w(z) = (0,0,...,0).

ox®
w) = 3 ¥ 50| @)

Mas
e | a(?ci (p)] () = e; = i-ésimo vetor da base canénica do R™.
Assim, temos

0:w(x)zz Ne; € R

Segue-se que \! = --- = A" = 0, o que conclui a demons-
tracao.

Observacgao: Deccorre da demonstracao que, se z: U —
R™ é um sistema de coordenadas em M", cujo dominio ¢ o
aberto U C M"™, entao a cada ponto g € U corresponde a

base 5 5
{ ot @) @)} < .

Quando, num dado argumento, nao houver perigo de con-
fusao sobre o ponto ¢, escreveremos simplesmente

9 9
ozt’ T oxn )
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Exemplos:

1. Os espagos cuclidianos R™ sao variedades de classe
C*. para qualquer k > 0. Bastando para isso, considerar o
atlas maximo diferencidvel 2y, , de classe C*, que contém o
sistema, de coordenadas

r = identidade : " — R".

Verifica-se que o espaco Rg dos vetores tangentes a esta
variedade, em um ponto p € R", ¢ canonicamente isomorfo
ao R". Este isomorfismo canonico decorre da existéncia de
uma base privilegiada de R}, aquela associada ao sistema
de coordenadas dado pela identidade sobre o R".

2. Todo subconjunto aberto A de uma variedade dife-
renciavel M™ possui uma estrutura de variedade diferencia-
vel, “herdada” da estrutura de M"™, de mesma classe e di-
mensao que M"™. Um atlas sobre A sera dado pelos sistemas
de coordenadas, de M", cujos dominios estejam contidos
em A.

Verifica-se que, em cada ponto p € A, o espago M, dos
vetores tangentes a M em p, é canonicamente isomorfo ao
espaco A, dos vetores tangentes a A em p.

3. Definimos wariedade produto de duas variedades
M = M™e N = N™ como sendo o produto M x N dos
espacos topolégicos dotado da seguinte estrutura de vari-
edade diferenciavel: se 2 ¢ B sao os atlas sobre M ¢ N,
respectivamente, construimos, a partir destes, o atlas A x B,
sobre M x N, cujos elementos serao homeomorfismos

exy:UxV — R™™

com xz: U — R™ percorrendo 2, y: V — R" percorrendo
Be (z xy)(p,q) = (z(p),y(q))-
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O espago (M x N), o) tangente & variedade produto, no
ponto (p, q), é isomorfo, canonicamente, & soma direta dos
espagos tangentes M, e INV,. Com efeito, dados os sistemas
de coordenadas x em M e y em N, em torno dos pon-
tos p e g, respectivamente, sejam o, ..., a™, B1,..., 3" as
coordenadas do vetor v € (M x N)(,q) Do sistema z X y.

Veé-se, sem dificuldade, que as primeiras m coordenadas
al,...,a™, de y, dependem somente do sistema z e as
tltimas coordenadas 3%, ..., 3" dependem somente de y.
Seja v' € M, o vetor cujas coordenadas no sistema x sao
al,...,amed" € N, o vetor cujas coordenadas no sistema
y sao B1,..., 3" A correspondéncia v — v’ @ v” estabelece

0 isomorfismo
(M X N)pg = M, N,.

4.  Um outro exemplo de variedade diferenciavel é
fornecido pelas superficies regulares do espago euclidiano,
onde se consideram os inversos das parametrizacoes como
sistemas de coordenadas.

4.2 Aplicacoes diferenciaveis

Sejam M = M™ e N = N" variedades diferenciaveis, de
classe C*, e f: M — N uma aplicacdo de M em N. Dize-
mos que f é uma aplicacdo diferencidvel, de classe C*, no
ponto p € M, se, dado um sistema de coordenadas y em
N, definido numa vizinhanca V de ¢ = f(p), y: V — R",
existe um sistema de coordenadas x, sobre M, em torno de
p, z: U — R™ talque f(U) C V ea aplicagio yo fox™! do
aberto z(U) C R™ no aberto y(V) C R"™ seja diferencidvel.
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o o] @

»(¥)

9O e O
yofox!

Se f for diferenciavel em todos os pontos de M ela serd
dita diferenciavel em M.

Uma curva parametrizada em M = M™ é uma aplicagao
C:I C R— M, de um intervalo aberto da reta real na
variedade M. Se C for diferenciavel, a curva é dita dife-
rencidvel.

c(t)

As curvas parametrizadas diferencidveis dao origem a
vetores tangentes. Sejam a € I e C(a) = p; a curva C e ao
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valor a € I estd associado o vetor de M, , que indicamos
por C’'(a) que atua sobre x € X, assim:

=T Bw),

onde x'(t) = z*(C(t)).
Diz-se que v = C’(a) é o vetor tangente a curva C(t)
no ponto p = C(a).

Neste novo sentido, cada vetor basico aii (p), associado

a um sistema z € X,, € o vetor tangente, no ponto p, a
1-ésima “curva coordenada” de z:

Ci(t) =z (z(p) + 1 - €)

onde e;=(1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,0,1) e te(—e, +¢),
com ¢ > 0 convenientemente escolhido de modo que C;(t)
esteja bem definida.

Sejam p um ponto de M, v um vetor tangente a M
em pe f: M — R uma funcao real, diferenciavel, defi-
nida em M. Define-se derivada direcional da funcao f, no
ponto p, d?g;l%givamente ao vetor v como sendo o numero

%(p) = T(O), onde C' é uma curva parametrizada tal

que C(0) =pe C'(0) =wv.

A fim de que este nimero fique bem determinado é
necessario verificar dois fatos: o primeiro é que quaisquer
que sejam o ponto p € M e o vetor v € M, , existe sempre
uma tal curva C' e o segundo é que a derivada direcional
nao depende da particular curva C' considerada.

Se z € X, ¢ um sistema de coordenadas em torno do
ponto p, z: U — R"™ com p € U, pode-se construir a
curva C': I — M cujo vetor tangente, em p, é v. Se
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al, ..., a" sao as coordenadas de v no sistema z, isto é,

v(z) = (a!,...,a"), basta considerar ¢ > 0 suficientemente

pequeno de modo que o ponto
z(p) +tlat,...,a") € 2(U),
para qualquer ¢ € (—¢, ) e definir a curva C' como:
C(t) =z Y (z(p) +t(at,...,a™)).

A segunda objecao estara sanada quando fizermos o

célculo efetivo da derivada %(p). Com efeito, a regra de

derivagao das funcoes compostas da-nos:

of . ~~0f i
s 7) = 2 o)
e of . _fox)
oxr
Oz (p) = T(x(p))
e x!,...,x" sdo as componentes de z.

Esta expressao, que independe da particular curva C
considerada, mostra-nos também que a derivada direcional
é linear em relacao ao vetor v.

A forma df,: M, — R, que a cada vetor v € M, faz cor-
responder a derivada direcional de f, em p, relativamente a
v, é linear, como acabamos de observar, e é chamada dife-
rencial da funcao f no ponto p, isto €, df, ¢ um elemento
do dual de M, , precisamente aquele que atua assim:

&) = 32 7).
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Para considerarmos a diferencial da funcao f, no ponto
p, basta que f esteja definida numa vizinhanca de p.

Em particular, se z € X, € um sistema de coordenadas
definido numa vizinhanca U de p e

z(p) = (z'(p),...,z"(p))

nao é dificil verificar que as diferenciais dxll), ..., dzy dasn
fungoes reais (componentes de x)

.U — R

constituem uma base de (M),)*, justamente a base dual da

base de M, ,
0 0
{2 )}

associada ao sistema z. Aqui, também, escreveremos so-
mente dz?,. .., dz" quando nao houver perigo de confusao
a respeito do ponto onde as diferenciais estao sendo toma-
das.

Além disto, em termos da base dxll), ..., dxy , a diferen-
cial da funcao f: M — R escreve-se como:

N9
B oxt

=1

df, (p) da},,

onde, por gg@. (p) entende-se mgo—gic_l)(x(p))

Consideremos, agora, uma aplicacao diferenciavel
f: M — N de uma variedade M = M™ numa outra
N = N™ Em cada ponto p da variedade M, f induz
uma aplicagao f, do espaco tangente M, no espago tan-
gente N, , onde ¢ = f(p), do seguinte modo: se v € M, é
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um vetor tangente a variedade M, no ponto p, seja C' uma
curva parametrizada diferenciavel, em M, tal que C(0) = p
e C'(0) = v. O vetor f,(v) serda o vetor tangente a curva
de N, f o C, no ponto g = f(p), isto é:

fu(v) = (f = C)(0).

Sendo z: U — R™ e y: V — R sistemas de coordenadas
em torno de p e q, respectivamente, e

m . a
v = Zla] @(p)
]:

entao, pela regra de derivacao as funcoes compostas,

fi(v) = Z ( %(p) aj) a?yz‘ ;

i=1 \j=1

onde ggj (p) é uma notagao simplificada para

W) i),

Isto significa que a definicao de f, é independente da
curva C' e que f, é uma aplicagao linear em v cuja ma-

triz [f* ; % ; 8%2.], relativamente as bases {%} e {a(zi },

OxJ
pela f, no ponto p.

A adjunta (ou transposta) de f. serd a aplicacdo f*: N
— My, do dual de N, no dual de M, tal que, se w € N;
¢ uma forma linear sobre N, e v € M, é¢ um vetor tangente
a M no ponto p, entao

frw(v) = w(fev).

é (ayi (p)) A aplicacao f é dita aplicacdo linear induzida
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Em termos dos sistemas de coordenadas = e y, acima
considerados, se

W = zn:aidyi e ffw= zm:bidl’ia
i=1 i=1

entao

. (9N Y [(&=ay 9\
b= () = (4 5) —“<j1 o ayj) -

oy’ B - oy’
_Zaxl (8y3>_zlaj@’

j e :
onde gZi tem o sentido ja mencionado e deve ser calculado
em z(p).

Sendo assim, f*w = > a; (Z gi] dxj)

1=1 7=1
Passando as poténcias exteriores dos espacos vetoriais
M, , N4 e de seus duais M, N, podemos considerar ou-
tras aplicacoes lineares induzidas pela f.

De acordo com a notacao introduzida no capitulo an-

k
terior, A f* seria uma aplicacao entre k-formas. Neste
capitulo, entretanto, vamos usar a mesma notacao f* para
indicar qualquer uma destas aplicagoes:

J7r NNy =AM,

isto €, se w € uma forma k-linear alternada sobre IV, , entao
f*w sera uma forma k-linear alternada sobre M, .
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Em termos dos mesmos sistemas z e y, se

w = Z Q. jr dyj1 ANEERWAN dyj’“.

J1<-<Jg

a expressao par [*w sera

* a(yjl U y]k) T1 Tk
ffw= Z ajl---jka( dz"™ N--- ANdz",

, . Tt TTk)
N<--<Jr
r1<-<Tg
onde . .
a(yjl L. y]k)
d(xm...x")

é o menor jacobiano das componentes ai indicadas da apli-
cagao
yofox T x(U) —y(V),

calculado no ponto z(p).
O ponto p € M ¢ dito ponto reqular de f se a trans-
formacao linear induzida

Jer My — N (g=f(p)

é biunivoca. Se existir algum ponto regular, entao m < n.

Por outro lado, um ponto ¢ € N é um walor reqular
de f se, para todo ponto p € f~!(q), a aplicagdo linear
f«: My — N, é sobre N,. Em particular, se f~'(q) = &, ¢
é valor regular. Analogamente, da existéncia de um valor
regular ¢, com f~1(q) # @, segue-se m > n.

Uma aplicacao f é regular quando todo ponto p € M
é regular. E f é uma fibracdo quando for uma aplicacao
sobre N(f(M) = N) e todo ponto g € N for valor regular.
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Um homeomorfismo regular é chamado imersao.

Exemplos:

1. A aplicacdo f: R™ — R™* que consiste em levar o
ponto (z',...,2™) € R™ no ponto (z',..., 2., 0,...,0) €
R™% ¢ uma aplicacao regular.

Além disto, toda aplicagao regular f, localmente, é
deste tipo. Isto é, dados p e ¢ = f(p), existem sistemas z
e y, em torno de p e ¢, respectivamente, tal que yo foz~!
seja deste tipo (cfr. o Teorema do Posto).

2. A projecdo m: R™* — R™, que consiste em des-
prezar as ultimas £ coordenadas do ponto, isto é,

! m g™ = (2. 2™),

m(x ..., x™, .
é uma fibragcao. Como no caso anterior, observa-se que,
localmente, toda fibracéo é deste tipo. (Vide loc. cit.)
3. A aplicacdo f: R — RZ?, definida como:

f(t) = (cost,sen t)

é um exemplo de aplicacao regular, e entao localmente
biunivoca, que nao é imersao. A biunivocidade de f sé se
verifica quando se consideram intervalos de comprimento
estritamente menor que 2.

4. Existem, ainda, homeomorfismos — aplicacao biuni-
vocas, portanto — que nao sao regulares. Como exemplo,
consideramos o homeomorfismo f: R — R que a cada t €
R associa seu cubo t3. A origem, ¢ = 0, ndo é ponto regular
de f.

5. Uma aplicagao regular, mesmo sendo biunivoca,
pode nao ser uma imersao. Daremos, agora, um exemplo
de aplicacao regular e biunivoca que nao ¢ homeomorfismo.
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Definimos f: (0,00) — R? do seguinte modo:

2 1
se O0<t<—, f(t)= (t,sen ¥>

m
se 1<t<oo, f(t)=(0,t—2)

A

(07'1)

2 , : :
se — <t<1, f(t)éuma curva simples, parametrizada,
T

regular, ligando os pontos (2,1) e (0, —1) sem tocar nos
outros pontos (¢, f(t)) ja definidos e “concordando” com
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os arcos ja existentes de modo a tornar f uma aplicacao
regular em toda a semireta (0, +00).

Os espagos (0,+00) e f(0,4+00) ndo sdo homeomorfos,
pois este ultimo nao é localmente conexo nos pontos da
forma (0,y), com —1 <y < +1.

Este fato nao se da quando a variedade M, onde f é de-
finida, for compacta, pois entao, se f é regular e biunivoca,
sera, conseqientemente, um homeomorfismo.

4.3 Subvariedades

Um subconjunto S° C N™ de uma variedade diferenciavel
N™ é uma subvariedade de N", de dimensao s, se:

a. 5% possui uma estrutura de variedade diferenciavel
de dimensao s.

b. A aplicacao de inclusao, ¢: S — N™, é uma imersao.

Em particular, a inclusao ¢ é um homeomorfismo e,
entao, a topologia de S° é a topologia induzida pela de
NTL

A inclusao é, por hipdtese, também diferenciavel. Isto
significa que, se y ¢ um sistema de coordenadas em M™,
com dominio V', existe, em correspondéncia, um sistema x
de coordenadas, em S*¥, com dominio U C 5NV, de modo
que a aplicagao

yoioz ' z(U — y(v))

é diferenciavel. Além disso, ¢ é regular, isto é, a matriz

oy
oxJ
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da aplicacdo yo¢ oz~ ! tem posto s em todos os pontos de
z(U).

yoioX'1

Ora, estes dois fatos dizem-nos que a aplicacdo yoiox ™!

é uma parametrizagdo regular para y(U).
Grosseiramente falando, portanto, podemos dizer que
uma subvariedade é, localmente, uma superficie regular.

Observacoes:

1. A classe de diferenciabilidade da subvariedade S°
é a classe da aplicacao de inclusao podendo, portanto, ser
estritamente menor que a de N"™.

2. A literatura nao é uniforme na definicao de subvari-
edade. E necessario, em alguns casos, considerar outras
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topologias, e nao a induzida, na subvariedade S°. Al-
guns autores consideram, entao, um subconjunto S* C N"
como subvariedade quando a inclusao, 7: S — N", é uma
aplicagao regular e biunivoca — nao necessariamente um ho-
meomorfismo. Por coeréncia, tais autores definem imersao
como uma aplicacao f: M — N, regular e biunivoca. No
caso da variedade M ser compacta, estas defini¢cdes coinci-
dem com aquelas dadas anteriormente.

Exemplos:

1. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis e M x N
a variedade produto. Entao os subespacos px N" e M™ X q
sao subvariedades do produto, para cada p € M™ e cada
qg € N™, respectivamente.

Verifica-se que um vetor v, tangente a M x N no ponto
(p,q), pode ser decomposto, de um tnico modo, na soma
de outros dois vy, vy, onde v; € tangente a subvariedade
M™ X q e vy tangente a p x N™, ambos no ponto (p,q).

2. Sejam f: M™ — N™ uma aplicacao diferenciavel da,
variedade M™ na variedade N™ e ¢ € N™ um valor regular
de f. Entao f~!(g) — se ndo for vazio — é uma subvariedade
de M™, de dimensao m — n.

A demonstracao deste fato, que se reduz ao caso ana-
logo, em espacos euclidianos, quando se consideram sis-
temas de coordenadas, é deixada a cargo do leitor. Este
resultado é freqiientemente usado para demonstrar que cer-
tos subconjuntos do espaco euclidiano sao variedades dife-
rencidveis. Consideremos a funcao f: R*! — R definida
por

f(xl,“',xn—l—l):x1x1+...+xn—|—1xn—|—1
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ou seja, f(z) = |z|?, z € R™™. E claro que f é uma funcio
real diferencidvel. Temos ainda f~(1) = {z € R"™; |z| =
1} = S™ = esfera unitaria de dimensao n. Concluiremos
que S™ é uma variedade de classe C* (subvariedade de
R™1) se mostrarmos que 1 é um valor regular de f. Ora,

nos sistemas de coordenadas candnicos do R**! e R, a ma-
triz de f.: R"*1 — R é

of af n
(@,”',axn‘Fl) = (21}1,...,23’; +1).

Tal matriz s6 é nula no ponto z = (0,...,0). Como 0 ¢
f71(1), vemos que f, # 0 em todos os pontos de f~*(1).
Sendo dim R = 1, isto basta para que f seja sobre R em
todos os pontos de f~1(1), ou seja, 1 é valor regular de f.

Mais geralmente, se f: M™ — R é uma funcao real
diferenciavel definida em M™ e a € R é um valor regular
de f, entdo a subvariedade S"™' = f~'(a) C M™ chama-se
uma superficie de nivel da funcao f.

4.4 Campos de tensores sobre va-
riedades

Um campo de vetores sobre uma variedade diferenciavel
M™, de classe C*, é uma funcdo v que a cada ponto p € M™
faz corresponder um vetor v, € M, tangente a variedade
nesse ponto:

vipeM" — v, € M,.

Se x € X, € um sistema de coordenadas definido numa
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vizinhanca U de p, entao

Up = ZO‘ (p)- 9z
i=1

Quando se toma outro sistema de coordenadas, as n
fungdes a'(p) transformam-se de modo contravariante.

A definicao classica de campo de vetores focaliza este as-
pecto: ela define um campo de vetores como uma aplicacao
que a cada sistema de coordenadas z: U — R" faz corres-
ponder n funcoes, a!,...,a": U — R de modo que, se
y: V. — R™ é outro sistema em M™, com UNV # ¢ e
v(y) = (B, ..., 3"), entdo, em cada pontop € UNV,

onde %(p) tem significado ja esclarecido. Como se ve, ela
X
é essencialmente a definicao que demos.

O campo de vetores v serd continuo ou diferenciavel (de
classe, no méaximo, C*~1) conforme o sejam as funcao o’.

Se, ao invés de vetores, consideramos um campo de for-
mas lineares, isto é, uma correspondéncia w que a cada
ponto p € M associa uma forma linear w, sobre o espago
vetorial tangente M, , teremos o que chamamos de forma
diferncial sobre M. Retomando o sistema de coordenadas
T € Xy,

wp = Z a;(p) dz*
i=1
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e os coeficientes «;(p) mudam de modo covariante, isto €,
seyeXpe

n

Wp = Zﬁ](p) dy]a

j=1
entao
~ ox’
Bi(p) = ; a(p) 7.5 (p)

Observacoes analogas as que foram feitas para campo
de vetores, relativas a definicao classica, tém lugar também
aqui. Do mesmo modo, a forma diferencial sera continua
ou diferencidvel (de classe, no miximo, C*~!) de acordo
com as fungoes a;(p).

Podemos considerar, de modo geral, um campo t de
tensores do tipo (r,s), isto é, r vezes contravariante e s
vezes covariante:

t:peM—t,€ (M), = My®..0M,® My®...®M, .

Em termos do sistema de coordenadas z € X,

0 0 : .
N 1 AP R,

]1 ]S x’l/l ax’l/
z1< -y
J1<<Js

Novamente, o campo ¢ diz-se continuo ou diferenciavel

se os coeficientes 5;1 ;’"( ) forem continuos ou diferenciaveis.

Exemplos:

1. Sejam M™ uma variedade diferencidvel e f: M"™ —
R uma funcao real diferenciavel, definida em M™. A corres-
pondeéncia que a cada ponto p associa a forma linear df, é
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um campo de formas diferenciais, df, ao qual se d4 o nome
de diferencial da funcao f.

2. Entre os campos de tensores, os mais importantes
sao os campos de tensores antissimétricos covariantes, isto
é, os campos de formas diferenciais exteriores.

Uma forma diferencial exterior, de grau k, sobre a va-
riedade diferenciavel M, é, portanto, uma correspondéncia
que a cada ponto p associa a forma w,, , k-linear alternada,

k
w:p€eM—w,e A(M)"

A expressao “exterior” é, freqiientemente, omitida. Em
relagcao ao sistema de coordenadas z € X,

wp= Y aj.5(p)det A A da

J1<<Jk

ou, usando a notagao abreviada introduzida em capitulo
anterior, onde escrevemos J = {j; < --- < ji}, poremos
também dz’ = dxz?* A --- A dx’* e teremos

Wp = ZaJ(p) dz”.
J

Se os coeficientes a j(p) forem diferencidveis (continuos),
a forma w serd dita diferenciavel (continua).

Quando k£ = 1, w serd, simplesmente, uma forma dife-
rencial. Definimos forma diferencial exterior de grau 0
como sendo uma funcao real qualquer, f: M — R.

As defini¢oes de soma, produto por escalar e produto
exterior estendem-se as formas diferenciais, sobre M, de
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modo natural, isto é, em cada ponto p € M,

(W+W)p =wp+p
(aw), = aw,

(WAW)p =wp AWp;

3. No plano R?, as formas diferenciais exteriores de
grau 0, 1 e 2 serao, respectivamente, dos seguintes tipos:

W = f(z,y)
w' = a(z,y)dz + b(z, y)dy
w? = c(z,y)dz A dy.

No espaco R?, temos formas de grau 0, 1, 2 e 3, a saber:

W’ = f(z,y,2)

wt = a(z,y, 2)dz+b(z,y, 2)dy+c(z,y, 2)dz

w? = m(z,y, 2)dy A dz+n(z,y, 2)dz A de+p(z, y, 2)dz A dy
w? = g(z,y,2)dx Ady A dz.

Observagao: Daqui por diante, deixaremos de usar o sinal
A, de produto exterior, sempre que nao houver perigo de
confusao.

4.5 Variedades riemannianas

Uma variedade diferenciavel M diz-se uma variedade rie-
manniana quando o espago vetorial tangente M, , em cada
ponto p € M, possui um produto interno indicado com
u - v que varia diferenciavelmente (ou continuamente) com
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o ponto. Isto significa que, se x é um sistema de coordena-
das, em M, definido em U, as fungoes g;;: U — R dadas
por

9 9
9ii(p) = 5 5(p) - 5 5(p), VpeU

sdo diferenciaveis (ou continuas).

A matriz (g;;(p)) é definida positiva — simétrica com
todos os menores principais positivos — e, se u,v € M,

n n

; 0 i 0

u:g a'— e vzg G —,
; or’ ; oz’
=1 7=1
entao
n
_ i i
u-v= g a'B" gi;(p).
ij=1

O produto interno é um exemplo de campo de tensores
duas vezes covariante sobre M.

Demonstraremos, mais adiante, que, dada uma varie-
dade diferencidvel de classe C*, é sempre possivel consi-
derar sobre ela uma estrutura de variedade riemanniana,
dada por uma métrica de classe C*1.

Numa variedade riemanniana M, pode-se definir com-
primento de arco: seja C': [a,b] C M — M um arco

de curva parametrizada diferenciavel sobre M, define-se
o comprimento £(C'), de C, por:

b
/(C) = / |C'(¢)| dt.

Dados dois pontos em M, define-se, também, a distancia
entre eles como sendo o extremo inferior dos comprimen-
tos dos arcos que os unem. Verifica-se que esta métrica
reproduz a topologia de M.
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Em cada ponto p da variedade riemanniana M, existe
: . ~ *
um isomorfismo, J,: M, ~ M, do espago tangente M, no
seu dual M7 . Esses isomorfismos J;, levam um campo de
vetores v sobre M numa forma diferencial w sobre M, isto
é, em cada ponto p € M,

wp = Jp(vp) ou vy = szl(wp)-

Considerando um sistema de coordenadas x: U — R"™, de-
finido numa vizinhanca de p, se

Wy = Z a;(p) dz*
entao
ulp) = 3 0p) @9 (p)

onde (¢(p)) é a matriz inversa de (g;;(p)).

Ja vimos que uma funcao diferencidel f: M — R, defi-
nida sobre uma variedade diferenciavel M, determina uma
forma, diferencial df tal que:

df :pe M — df, € M.

Se M é riemanniana, a forma df corresponde um campo
de vetores que chamaremos de gradiente de f e indicaremos

com V f.
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Lembrando a atuagao do isomorfismo J,, vemos que,

seu € M, eVf,=Vf(p),
pr U= dfp(u)?

isto é,
of
Vip-u===(p).

Se a € R é um valor regular de f e f~(a) # &, em cada
ponto p € f~(a), o vetor gradiente de f, Vf,, é perpen-
dicular & superficie de nivel f~!(a), pois se u é tangente a
f~1(a), no ponto p, entdo u é tangente a uma curva C(t)
contida em f~'(a), ao longo da qual f é constante.

vf

No calculo da derivada direcional, teremos entao, %(p) =

4 (foc)=0. Logo:

Vip-u=2=(p)=0.
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4.6 Diferencial exterior

As formas diferenciais de que vamos tratar, neste paragrafo,
serao todas diferencidveis de classe C* (k > 2), defini-
das numa variedade diferencidvel M, de classe C**! e di-
mensao 1.

A nossa intengao é definir o operador d, de diferenciacao
extertor, que leva uma forma diferencial w, de grau r, numa
outra dw, de grau r + 1.

Seja x: U — R™ um sisema de coordenadas sobre M.
Entao, em cada ponto p € U, w, serd uma forma r-linear
alternada que pode ser escrita como

ZaK ydo®, K={k < - <k}

Convencione-se que dz¥ = 1 quando K = @, isto é, quando
r = 0.

Introduziremos um operador que, de inicio, vamos in-
dicar com d, até que se demonstre a independéncia da de-
finicao relativamente ao sistema de coordenadas x, esco-
lhido de partida.

Os coeficientes ax sao funcoes e para as fungoes ja esta
definida a diferencial (V. Exemplo 1 do §4),

da
dax(p) = axfj

1=1

(p) dz'.

Define-se a forma diferencial d, , no ponto p € U, pela
seguinte expressao:

dywp = Z da(p) A dz™
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Proposicao 2. O operador d, goza das sequintes proprie-
dades:

a. dy(w+w) = dw + daw;
b. d.f = df;

Cdy(wAW) = (dyw) Nw + (—1)"w A d,w, onder é o
grau de w;

o

d. dy(dyw) = 0.

Demonstracao: As duas primeiras sao conseqiiéncias
imediatas da definicao, levando-se em conta a convencao
adotada para o caso da forma de grau 0.

Demonstremos a terceira. Em virtude de a. e da distri-
butividade do produto exterior, basta considerarmos for-
mas do tipo

w=adz® e @=bdz’.
Temos w A w = adz® A bdx® = abdz®™ A dzl. Logo

dy(w AD) = d(ab) A dz™ A dz" = (bda+adb) Adx™ Adzt =
= bda A dz™ A dz"” + adb A dz™ A dz" =
= (da A dx™) A bdz" + (—1)" adx™ A (db A dz™)
pois o fator b, sendo de grau 0, comuta com todas as formas,

mas db A dz® = (=1)" dz® A db pois db tem grau 1 e de
dz® tem grau r. Segue-se portanto que

de(wAW) =dw AW+ (—1)"w A dw.
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Esta propriedade pode ser generalizada para um numero
N de formas, wy,...,wy, de graus ry,...,ry, respectiva-
mente:

de(wi Awa A+~ Awy) =dgwr Awa A+~ Awy +
+ (D) w Adgwa A ... wn+
+ (=) 2w Aws Adgws A Awy + ...
o (=D)L G AW A Ay Adpwi

Demonstremos agora a ultima propriedade para o caso par-
ticular da forma de grau 0, isto é, para uma funcao dife-

renciavel f: M — R. Ora,

A fp = gj;( ) dz’,
donde:
Az (dzf)p = af;ij( )dz? A dzt =
= ; 85128];3 dz? A dx’
+ ; &UZ 8x3 p)dx? Adx' =
= Z 85128];3 dz’ A dz*

—Z 82f (p) dx? Adx' = 0.
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No caso de uma forma w de grau r qualquer, pode-
mos novamente supor que w = adz® = adz®™ A --- A dzP.
Sendo a, z*!, ...,z funcdes, segue-se do caso anterior que
dy(da) = 0 e d(dz*) = --- = d,(dz*) = 0. Temos entdo,
pela propriedade c.:

dy(dy w) (da A dz™) =

(da) A dz™ — da A dy(dz™) =

dy

dy

= dy(da) A dz™ —da A (1) da? Ao A
=1

A Ndg(dzF) A AdaP = 0.

Proposicao 3. A definicao do operador d,, € independente
do sistema x, isto €, se y: V. — R™ € outro sistema de
coordenadas em M, com UNV # @&, entdo, em todo ponto
pe UNYV e para toda forma w sobre M, tem-se

dy wp = dywp, .

Demonstragao: Se w, = Y ax(p)dz® = Y br(p)dy",
K L

entao

dyw = dbr(p) A dy”,
L

mas

bo(p) =3 a;’?@) ax (D),

axK y ~ . - ’ b
onde ay—L(p) é uma notacao simplificada, andloga as de-
mais, para representar um menor jacobiano de ordem r da
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mudanca de coordenadas x o y~*. Continuando,

dbr,(p Z d ( ) Z p) dax (p),

substituindo na expressao de dyw,, obtemos

dywp =) [daK (Z )

_|_

+ 2}; ax(p) (; d (%)p A dyL)

como

orX
> d (8—yL> Adyt = dy(dz®), = 0,
P

(a dltima sendo conseqiiéncia das propriedades c. e d. da
Proposicao 2) segue-se que

dywp = Z dag(p) A dz™ = dyw, .
K

Outro modo de demonstrar esta proposicao seria veri-
ficando que as quatro propriedades de d,, enunciadas na
Proposicao 2, caracterizam completamente tal operador.

Entao, dada a forma w, definimos a diferencial exterior
de w, dw, em cada ponto p € M, como d,w,, onde z € X,
é qualquer sistema, de coordenadas definido em torno de p.
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Exemplos. Conservando as notagoes do Exemplo 3 do §4
para as formas definidas no plano R2, teremos:

_of of
0 _ o
se w? = f(x,y), dw =5 dr + — By dy,
0
se  w! = adzr+ bdy, dw! = % _a dzdy,
or Oy
se w? = edzdy, dw? = 0, o que é natural, pois nao

existem formas nao nulas de grau maior que a dimensao do
espaco.

Analogamente, no espaco R3, teremos
f of

afdx—i——dy—i——dz

0 _ 0 _
W = f(xa y? Z)a dw ax ay 8z

w! = adz + bdy + cdz,

dw' = <% — %> dydz + <% — %> dzdr+

oy 0z 0z O
ob  Oa

isto é, os coeficientes da diferencial exterior, dw!, sdo as
componentes do rotacional do vetor (a,b,c) de mesmas
componentes que w.

Prosseguindo, se w? = m dydz + n dzdzx + p dzdy, entao

dw? = <%—? + g—’; + %) dxdydz, cujo coeficiente é a di-
vergéncia do vetor de componentes m, n e p.
Finalmente, se w3 = g(z,y, 2)dzdydz, dw® = 0.

Se f: M™ — N" é uma aplicacao diferenciavel da vari-
edade diferencial M™ na variedade diferenciavel N™, vimos
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no §2, que, em cada ponto p € M, f induz uma aplicacao
linear f* das formas sobre N" nas formas sobre M™.

Assim sendo, se w é uma forma de grau r sobre N" e
v1,...,0r € M, sao vetores tangentes a M™, no ponto p, a
forma diferencial f*, sobre N™, é também de grau r e atua
do seguinte modo:

(ffw)p(vr, ... v) =wepy(fevr, ..o, fevr).

Em termos de coordenadas, se z: U — R ey: V —
R™ sdo sistemas em torno de p e f(p), respectivamente, e
a forma w é dada por

w:ZaKdyK,
K

entao oK
(fw)p = Z ax(f(p)) % dz®.
LK

Por esta expressao, conclui-se a diferenciabilidade de
f*w a partir da diferenciabilidade de w e de f.

Em particular, se w é de grau 0, isto é, w é uma funcao
w: N* — R, teremos f*¢ =po f.

Veremos que, se w e w sao formas sobre N", entao

flwAw) = ffwuN fE.

Como toda forma é uma soma de formas decomponiveis,
f* é linear e o produto w A w ¢ distributivo, basta verificar
esta propriedade quando w e w sao formas decomponiveis.
Este caso, por sua vez, é conseqiiéncia da relagao

flady* A+ ANdy®) = fra- frdy* AL fFdy”,
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ou seja,

frlady* A AdyF) =

oyt.. .y~
—@of) ¥ gt =

< <Lly,
5y 3 5y O
o f) (Z 50l dz ) ce A (Z Drle dz™ |,
£ £

que é fato conhecido, do capitulo anterior.
Isto posto, tem-se uma quinta propriedade do operador
d de diferenciacao exterior:

fH(dw) = d(f*w).

Seja, em primeiro lugar, w = ¢: N® — R uma funcao
diferencidvel (forma de grau 0) definida em N™. Entao,
tomando os sistemas de coordenadas x e y acima consi-
derados, teremos:

dpsp) =

=3 52 i) 5 ! =
-y %( Ydzd = d(po f)y = d(f o)y,

para qualquer ponto p € M™.
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Passando ao caso geral, em que w é de grau r qualquer,
teremos

W= ZaKdyK e dw:ZdaK/\dyK,
K K

portanto

ZdaKOf A@xL

aplicando as propriedades acima demonstradas de f* e a
decomposicao de dy® no produto de formas de grau 1.
Por outro lado,

O K
[fw= Z(aK o f) %dmL

K,L

logo:
E dlag o f) N = oy" dzt,
Azl

pois as demais parcelas sao nulas.

4.7 Variedades orientaveis

Uma orientacao de um espaco vetorial é, como ja vimos,
uma certa classe de equivaléncia de bases desse espaco.

Dizemos que uma variedade diferenciavel M™ é ori-
entdvel quando existe uma aplicacao que a cada ponto
p € M associa uma orientacao O, do espaco vetorial tan-
gente em p, M, , aplicacao esta que varia “continuamente”
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com o ponto p, no seguinte sentido: se U é um dominio

conexo de um sistema de coordenadas x, entao a base
8 8 . .

Ep = {w(p), e ax_n(p)} de M, , associada ao sistema z,

ou é positiva para todo p € U, ou seja,

(& €O, Vpel)

ou negativa para todop e U (£, ¢ O,, Vp € U).

Uma tal aplicagao p — O, chama-se uma orientagao
de M.

Quando &, € O, diremos que o sistema x € positivo.
Caso contrério, dizemos que z é negativo (relativamente a
orientagdo considerada em M).

Uma variedade orientada é uma variedade (orientével)
na qual se fixou, de uma vez por todas, uma orientagao.
Mais precisamente, é um par (M, O), onde M é uma va-
riedade orientavel e O é uma orientacao de M.

Se a orientagao O, do espago vetorial M, varia “con-
tinuamente” com o ponto p, da maneira acima descrita,
entao, dado um sistema de coordenadas z: U — R"™ em
M, com U conexo, o conhecimento da orientagao O, para
um ponto pg € U determina univocamente o conhecimento
de O, para todo p € U. Em consequéncia, se M é co-
nexa e orientavel, o conhecimento da orientagao O, num
ponto p € M determina O, para todo ¢ € M. Com efeito,
sendo M conexa, dados p e g, existe uma cadeia finita de
vizinhancas conexas Uy, ...,U,, dominios de sistemas de
coordenadas, tais que p € Uy, ¢ € U, e U, NU; 11 # .
Como sé existem duas orientacoes possiveis para o espaco
M, , seque-se que uma variedade conexa orientdvel admite
precisamente duas orientacoes.
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Ha outras maneiras, todas equivalentes, de introduzir
o conceito de orientacao de uma variedade. Enunciaremos
aqui algumas delas.

Um atlas coerente, sobre M, é um atlas 2, cujas mu-
dancas de coordenadas tém jacobiano positivo, isto €, os
sistemas do atlas 2 satisfazem a seguinte condicao:

sex: U — R'ey: V — R"saosistemasdeAe UNV # &,
a aplicacao diferenciavel

yoxr L:z(UNV) —=y(UNV)

tem jacobiano positivo.

Um atlas coerente mdximo em M é um atlas coerente
nao contido propriamente em outro da mesma natureza.
Todo atlas coerente esta contido num unico atlas coerente
maximo.

Proposicao 4. Uma variedade é orientdvel quando, e so-
mente quando, admite um atlas coerente.
Demonstracao: A cargo do leitor.

Sendo assim, pode-se definir uma orientacao numa va-
riedade como sendo um atlas coerente maximo.

Dada a variedade diferenciavel M, de dimensao n, va-
mos introduzir uma topologia e uma estrutura de variedade
diferenciavel, de mesma classe e dimensao que M, sobre o
conjunto

M = {(p,O0p);p € M e O, é uma orientagdo em M,}.
Seja 7: M— M a aplicacao definida como

7T(pa O:D) =P
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Sejam 2 um atlas de M, z: U — R"™ um elemento
qualquer de 2 e UcCM o subconjunto de M definido por

~ ) 0
U= {(p,(’)p),pEUe {@, 833”}60 }

Um atlas 2 de M ser4 constituido pelos sistemas de
coordenadas r: U — R™, onde

z(p, Op) = z(p).

Verifica-se que 2 define uma topologia (de Hausdorff e
com base enumerdvel) sobre M e, relativamente a esta to-
pologia, 2 é um atlas diferencidvel. Com esta estrutura, a
aplicacao 7 é diferenciavel. Mais ainda, 7 é um difeomor-
fismo local.

Se x: U — R" e y: V - R sao dois sistemas de A
tais que U N V #+ @, seja (p,O,) € U NV. Entdo, tanto

{%(p), e 8x” } COmo {8‘91 (p),-- ., %(p)} pertencem
a mesma orientacao O, de M, ; isto significa que o deter-
minante de passagem de uma base para outra é positivo.
Ora, este determinante é, exatamente, o jacobiano da mu-
danca de coordenadas o ' calculado em Z(p) = z(p) e,
sendo positivo para qualquer ponto p € U NV, conclui-se
que o atlas A é coerente, isto é, a variedade M é sempre
orientdvel.

A variedade M , acima definida, dé-se o nome de reco-
brimento duplo de M. Este é um exemplo de espaco de
recobrimento.

Em geral, sendo M e N variedades diferenciaveis,
N diz-se recobrimento de M se existe uma aplicagao
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m: N — M, diferenciavel, tal que cada ponto p € M pos-
sui uma vizinhanca U, cuja imagem inversa n '(U) seja
reuniao de abertos disjuntos de N, cada um dos quais é
aplicado difeomorficamente, sobre U, por .

Lema 1. Sejam «: [a,b] — M um arco continuo, em M,
ala) =py e p € 7 H(po) um ponto de N que se projeta em
po por w. FExiste um unico arco a: [a,b] — N, continuo,
em N, tal que ala) = p e cuja projecdo seja «, isto €,
ToQ = .

Esboco de demonstracao: Considera-se uma divisao
a =1t <t <- - <t, =bdo intervalo [a,b] suficien-
temente fina, de modo que «([t;,t;11]) C U;, onde cada
conjunto U; é um aberto de M, cuja imagem inversa por
7 € reuniao de abertos disjuntos, homeomorfos a U; por 7.
Partindo de py € Uy, consideramos o aberto Vo C 7 H(Up)
que contém o ponto p e é levado difeomorficamente, por T,
sobre Uy. Se my € a restricao de m a V4, definimos «a, em
[a,t1], como & = 7, o a.

Procede-se da mesma forma relativamente aos pontos
a(ty) e afty), e assim por diante.

A unicidade é 6bvia, dentro das condicoes exigidas.

Estamos, agora, em condicoes de demonstrar uma pro-
posicao que nos dard uma caracterizagao de variedade ori-
entavel.

Proposicao 5. Seja M uma variedade conexa. M € ori-
entdvel se, e somente se, M ¢ desconeza.

Demonstragao: Seja M uma variedade conexa orientavel.
Consideremos uma de suas orientacoes, isto é, a cada ponto
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p fica associada uma orientacao O, , que varia “continua-

mente” com p. Demonstraremos que M ¢é desconexa, isto
é, M =AUB com A, B # &, disjuntos e abertos.
Definimos

A={(p,0,);p € M,0, é a orientagdo de M, coerente

com a orientagdo de M.}

B ={(p,0,);p € M,0, é a orientacio de M, ,
oposta a O,.}

E claro que A e B sao disjuntos, nao-vazios e que M =
AU B. Provemos que sao abertos. Consideremos um deles,
por exemplo A. Ora, se (p,0,) € A, seja z: U — R™ um
sistema de coordenadas em M, positivo, em torno do ponto
p. De acordo com as notagoes introduzidas, o aberto

—~

U={(q,0,);q €U0, é a orientagdo a que

9 ertence}
ozi P

estd contido em A e contém (p, O,).

Reciprocamente, suponhamos que M seja conexa e M
desconexa. Fixemos um ponto p € M. Seja

7 (p) = {B1, P2} C M.

Dado um ponto arbitrario ¢ = (¢, O,) em M , mostraremos

que existe um arco continuo em M ligando ¢ a p; ou a
po . Com efeito, sendo M conexa, existe um arco continuo
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a, em M, ligando ¢ a p. Seja a um levantamento de «
(Lema 1) que comece em g. Como o = 7 o & termina em
p, & termina em 7~ (p), ou seja, em p; ou em Py . Segue-se
que M tem, no maximo, duas componentes conexas. Sendo
desconexa, tem exatamente duas. Seja M; a componente
conexa de p; e My a de pa. M; e M, sao abertos conexos
disjuntos e M = M, U M, . . L

Dado o ponto arbitrario ¢ = (¢,0,) em M, seja g€ M
o outro ponto com a mesma proje¢ao q.je qE ]T]l , entao
g € My. Com efeito, seja a: [0,1] — M um arco em M
ligando ¢ a p;. O arco « é o levantamento de o = ma que
comeca em ¢. Seja & o levantamento de a que comeca em
q. Entao deve ser

5‘_(1) = P2
pois se fosse @(1) = p1, os arcos t — a(l—t) et — a(l—1t)
em M seriam dois levantamentos distintos do mesmo arco
t — a(l—t), ambos comecando em p; , 0 que contrariaria a,
unicidade no Lema 1. Assim, @ liga g a p2, donde g € M.

Segue-se que m: M — M induz difeomorfismos 7: M; ~ M
em: My~ M.

Sabendo que as duas componentes conexas de M sao
ambas difeomorfas a M por meio de m, e que M; e M,
sao orientaveis (como subconjuntos abertos da variedade
orientavel M) segue-se imediatamente que M € orientével.

Observe-se que, se indicamos com o: M — M o inverso
do difeomorfismo M; — M, temos o(p) = (p, O,) e o define

uma, orientagao em M. A topologia de M permite falar da
continuidade de o e temos agora um sentido exato para a
afirmacgao de que a escolha p — O, de uma orientagao em
cada ponto de M varia “continuamente” com o ponto p.

—
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Mais adiante, caracterizaremos novamente o conceito
de orientacao, por meio de uma forma diferencial.

Exemplos. O espaco euclidiano R", sendo, em particu-
lar, um espaco vetorial, é orientavel. Mais ainda, R" pos-
sui uma orientacao natural, definida pela base canonica
{e1,...,e,}, onde eg = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

A esfera S™ é orientavel. Basta tomar uma orientacao
em R" e orientar cada espago tangente (S™), de modo que
uma base positiva de (S™), seja tal que, quando se acres-
cente, como tltimo elemento, a normal a (S™), que aponta
para fora de S™, a base de R™ obtida seja ainda positiva.

Mais geralmente, dados um aberto 2 C R"™ e uma
aplicagao diferencidvel f: Q— R" " sea = (a',...,a" 1) €
R™7 é um valor regular de f entao a variedade M"™ =
f~Ha) é orientavel. Para z € Q, seja

fl@) = (fH(=),..., f""(2)).

Entao M" é definida “implicitamente” pelas equacoes:

Assim, toda subvariedade do R"™ definida implicitamente
por um sisema de equacoes cuja matriz jacobiana tem ca-
racterisitca maxima (condicao de regularidade do valor a)
é uma variedade orientavel.

A variedade nao-orientavel mais simples é a faixa de
Mobius. Uma variedade de dimensao 2 que contenha uma
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faixa de Mobius nao € orientavel. Por exemplo: o plano
projetivo e a garrafa de Klein sao superficies (variedades
de dimensao 2) compactas nao-orientaveis. Os espagos pro-
jetivos de dimensao impar sao orientaveis. Os de dimensao
par nao sao.

4.8 Particao diferenciavel da uni-
dade

Uma familia enumeravel ¢1,0s,...,¢0p,,...: M — R de
fungoes reais diferenciaveis, definidas em M, constitui uma
particao diferencidvel da unidade quando sao satisfeitas as
condicoes seguintes:

a. w; >0, Vi=1,2,...

b. cada ponto p € M possui uma vizinhanga na qual
apenas um numero finito de funcoes ¢; sao diferentes de 0.

Diz-se que uma cobertura C' de um espaco topoldgico
X é localmente finita se qualquer ponto p € X possui uma
vizinhanca que interseta apenas um numero finito de con-
juntos da cobertura. Em particular, p pertence somente a
um numero finito de conjuntos de C.

Se definimos, ainda, suporte de uma fun¢cdo como sendo
o fecho do conjunto dos pontos onde esta funcao é dife-
rente de 0, as condicoes b. e ¢. garantem que a colecao dos
suportes de ; é uma cobertura de M, localmente finita.

Uma partigdo diferenciavel da unidade {¢;} é dita su-
bordinada a uma cobertura C de M quando, para cada 7, o
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suporte de ; estd contido em algum A; € C, isto é, para
cada i, existe A; € C tal que p;(M — A;) = {0}.

Iremos, neste paragrafo, construir, efetivamente, uma
particao da unidade subordinada a uma cobertura aberta
qualquer da variedade M.

Sejam X um espaco topoldgico qualquer e C uma co-
bertura de X. Diz-se que uma outra cobertura C’ refina C,
ou é um refinamento de C, se todo A’ € C’ estd contido em
algum A € C. A relacdo “C’ refina C” é transitiva, mas nao
é uma relagao de ordem por nao ser antissimétrica, isto é,
“C' refina C” e “C refina C'” nédo implicam C = C’.

Como exemplo, veremos que uma cobertura C, qual-
quer, da variedade diferenciavel M pode ser refinada por
uma cobertura enumeravel, {U;,Us, ...}, onde cada U; é o
dominio de um sistema de coordenadas z;: U; — R"™. Com
efeito, para cada ponto p € M, consideremos um sistema
x: U — R"™ definido em torno de p e um aberto A € C
que contenha p. Seja U(p) = AN U, entdo a cobertura
{U(p);p € M} refina C, onde, para, sistema de coordena-
das, tomamos a restrigdo de x a U(p). Além disto, como a
variedade M tem base enumeravel, podemos extrair desta
ultima cobertura, pela propriedade de Lindelof, uma sub-
cobertura enumeravel {Uy, U, ...} que é a procurada.

Para nossos objetivos, é conveniente que os sistemas
z;: Uy — R™ sejam tais que z;(U;) = B(3) (bola de raio
3 em R") e, mais ainda, pondo V; = z; '(B(2)) e W; =
z;'(B(1)), os {W;} ainda sejam uma cobertura da varie-
dade. Isto se obtém com uma ligeira modificacao no argu-
mento anterior. Basta considerar, em primeiro lugar, uma
bola contida em x(U(p)), para cada p € M, e compor x

com uma homotetia que leve esta bola em B(3). Continu-



190 [CAP. 4. FORMAS DIFERENCIAIS

amos chamando de x o sistema composto com esta homo-
tetia e restrito a imagem inversa de B(3). Pondo, agora,
W(p) = z71(B(1)), extraimos a subcobertura enumersvel
da cobertura {W(p);p € M} e consideramos os U; corres-
pondentes.

Quando a variedade for compacta, pode-se substituir
“enumeravel” por “finita”.

Um espago topoldgico X diz-se para-compacto (conceito
introduzido por J.A. Dieudonné) quando qualquer cober-
tura aberta de X pode ser refinada por uma cobertura
aberta localmente finita.

Lema 2. Toda cobertura aberta de uma variedade dife-
rencidvel M pode ser refinada por uma cobertura enumerd-
vel {U;;i = 1,2,...}, localmente finita, tal que: existem
sistemas de coordenadas x;: Uy — R™, com x;(U;) = B(3)
e, pondo V; = z;(B(2)) e W; = z;(B(1)), os W;,
1=1,2,..., ainda cobrem M.

Demonstracao: Com isso, estaremos demonstrando, in-
clusive, que uma variedade é um espaco para-compacto.
Estudemos o caso por etapas. Observemos, antes, que toda
variedade é um espagco localmente compacto.

12 parte. Onde demonstramos que um espaco topoldgico
X, localmente compacto e com base enumeravel, pode ser
considerado como reuniao de uma seqiiéncia crescente de
compactos, isto é, existem compactos L; C Ly C ... cuja
reuniao

LiULy;yU... éiguala X.

Basta, em cada ponto p € X, considerar uma vizi-
nhanga J(p) cujo fecho seja compacto. Da cobertura
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{J(p); p € X} extrai-se uma subcobertura enumeravel
Ji,J2,... e, para L}, tomamos o fecho J;. A seguir, faze-
mos L; = Lj

Lo=LIULE,

e assim por diante.

22 parte. O espaco X pode ser escrito como
X=KUKyU...,

onde os conjuntos K; sao compactos tais que K; C int K4
(i=1,2,...).

De fato, pomos K; = L;. Consideramos, agora, para
cada ponto p € L,, uma vizinhanca de fecho compacto.
Desta cobertura, extraimos uma subcobertura finita. Defi-
nimos K5 como sendo o fecho da uniao desta subcobertura.
Em resumo, Ky é uma vizinhanca compacta de Lo . Pros-
seguimos, tomando para K3 uma vizinhanca compacta de
K> U L3, em geral, K; serd uma vizinhanca compacta de
Ki—l U LZ .

Assim sendo K; C int K;,; e L; C K;, entao

{K;,i=1,2,...}
é também uma cobertura de X.

32 parte (Final). A conclusdo anterior é valida para M,
isto é,
M=K UKyU..., K; Cint K;;; com K; compacto.

Conservando as notacoes introduzidas acima, Ky pode ser
coberto por um numero finito de abertos do tipo W; de
modo que cada U; correspondente esteja contido no interior
de K3 e em algum aberto da cobertura dada inicialmente.
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Demonstragao: Paran = 1, o grafico da funcao ¢ ¢é o da
figura que segue. Para n = 2, é a superficie de revolucao
gerada por essa curva.

gréafico de ¢

grafico da funcdo de Cauchy

A peculiaridade de ¢ é que nos pontos ¢, em que |t| =1
ou |t| = 2, ela possui derivadas parciais todas nulas, mas
nao é constante em nenhuma vizinhanca destes pontos.
Isto nos lembra o exemplo classico de Cauchy, que ¢é a
funcéo definida, para t € R, como e X/t (t # 0) e como
0 para t = 0. Esta é de classe C*°, tem todas as deri-
vadas nulas na origem, mas nao é constante em nenhuma
vizinhanca da origem.

Utilizaremos uma funcao do mesmo tipo que esta, mas
que se anula em dois pontos. Se t é real, consideramos a
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funcao
1
Eit)=1q e (t+ 1)(75"'2), para —2<t< —1
0 fora do intervalo (—2,—1)

Seja
+oo
3

- / ey di = (1) dt,

grafico de &

tA®)

grafico de A

construimos a funcao A(t), diferenciavel de classe C'*°, a
partir de £(t):
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Finalmente, se t € B(3) C R" define-se

o(t) = X(=Jt) = A (=7 + -+ (L))

que ¢ a funcao procurada.

Estamos, agora, em condicoes de construir uma particao
da unidade, o que sera feito na

Proposicao 6. Seja C uma cobertura aberta da variedade
diferencidavel M. Existe wma particao diferencidvel da uni-
dade subordinada a C.

Demonstracao: Na realidade, construiremos uma parti-
cao subordinada a um refinamento de C e, portanto, su-
bordinada a C. Sejam {U;; i =1,2,...} o refinamento de
C construido como no Lema 2, e ¢: B(3) — R a funcao
construida no Lema 3.

Introduzimos as funcoes ¥;: M — R definidas por

i = pox;, em U
b 0, em M -—U,;,

onde z;: U; — R"™ sao os sistemas de coordenadas definidos
em U;. Estas funcgoes sao diferenciaveis, pois ja em U; — V;
elas sao nulas.

Em seguida, definimos, em cada ponto p € M,

%(p) = —wi (p) :

é V;(p)

A soma do denominador, apesar da aparéncia, é soma
de um numero finito de parcelas, desde que a cobertura
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U, é localmente finita e as funcoes 1); anulam-se fora de
U;. As funcgdes o;, ¢ = 1,2,..., constituem a particao
diferenciavel da unidade subordinada a C.

Aplicacoes:

1. Demonstremos que toda variedade diferenciavel, de
classe C*, possui uma métrica riemanniana de classe C*1.

Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C*, {U; ;
i = 1,2,...} uma cobertura de sistemas de coordenadas
z;: Uy — R'e{y;, i =1,2,...} uma particao diferencivel
da unidade subordinada a esta cobertura.

Se p € U; é um ponto de U; e u,v € M, sao vetores

0
o(x;)7

tangentes a M em p, sejam u = Z 6%
iz

n
g2
v=)
. 0(xz;))
J=1
Pomos, como produto escalar, em U;, de u por v
n
_ E :oﬂ 3.
j=1

A partir destes, definimos o produto escalar u - v, na
variedade M, por

U - U—Z% p) gi(u, v).

Verifica-se que este é realmente um produto escalar e que
varia, diferenciavelmente com o ponto.

e
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2. A observacao a seguir fornece-nos mais uma de-
finicdo de variedade orientavel. Usaremos uma particao
diferenciavel da unidade para mostrar que uma variedade
M, de dimensao n, € orientdvel quando, e somente quando,
existe em M uma forma diferencial continua de grau n, di-
ferente de 0 em todos os pontos.

Suponhamos que exista, sobre M, a forma diferencial w
continua e diferente de 0 em todos os pontos. Seja p € M
um ponto de M, consideremos, em M,, a seguinte ori-
entagdo: uma base {vi,...,v,} de M, serd positiva se, e
somente se, wy(vy,...,v,) > 0.

Ora, se U ¢ um dominio conexo do sistema de coorde-
nadas z e p € U, osinaldexseréodewp(%,...,&%) e
este € o mesmo para qualquer p € U desde que w é continua
e nao se anula.

Reciprocamente, sejam M orientavel e mais, orientada,
{U;;i=1,2,...} uma cobertura de M por dominios de
sistemas de coordenadas positivos z;: U; — R"™ e {p;;
i =1,2,...} uma partigdo da unidade subordinada a {U;}.

Em U;, tem-se a forma diferencial de grau n

dr; ANdz A--- Adx? .

Por meio da funcao ¢;, pode-se estendé-la a toda a va-
riedade M, pondo

wi = @idx; Ndx? A Adx?

7

A forma w; é identicamente nula fora de U;, isto si-
gnifica que a soma
o0
2w
i=1
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é finita em cada ponto p € M. Define-se, entao,

o0
W = E Wy .
=1

Falta-nos verificar que w # 0 em qualquer ponto de
M. De fato, sejam vq,...,v, € M, vetores linearmente
independentes que, nesta ordem, formam uma base positiva
de M, , entao

Wp(V1y ..., V) = Zwi(vl,...,vn) >0

pelU;

porque cada parcela w;(vy,...,v,) > 0 havendo alguma
estritamente positiva.

4.9 Integral de uma forma diferen-
cial

Seja w uma forma diferencial continua, de grau n, sobre
uma, variedade orientada M™. Definiremos por etapas a

integral de w sobre M, que indicaremos com / w.
M

lo. caso: Em que o suporte K de w é compacto e esta con-
tido no dominio U de um sistema de coordenadas positivo
x: U — R"™ Em cada ponto p € U, tem-se:

wp = a(p)dx' A -+ Adz™,

sendo a funcao a: U — R continua. Definiremos entao

/w:/ a(z',...,x")dz" ... dz",
M z(U)
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onde a(z?!, ..., z") significa (aoz1)(z!, ..., 2") e a integral
do 20. membro ¢ tomada no sentido usual de Riemann no
espaco euclidiano. A funcao a(z!,...,z") sendo continua
em z(U) e nula fora do compacto x(K), esta integral sem-
pre existe.

Devemos mostrar que a definicao acima nao depende
da escolha do sistema de coordenadas positivo x. Seja pois
y: V. — R"™ outro sistema de coordenadas positivo, cujo
dominio V' também contém o suporte K de w. Parap € V,
tem-se

wp = b(p)dy' A -+ Ady™, com

) = alp)

Aib: V — R é também continua e o jacobiano da direita é
calculado no ponto y(p). A forma w se anula fora do aberto
W = UNV. Sendo o jacobiano acima > 0, podemos aplicar
a férmula de mudanca de variaveis nas integrais multiplas.
Temos entao:

/ bdyl...dynz/ bdy'...dy" =
y(V) y(W)

o(zt...x")
= a dy ...dy" =
/y(W) oy'...y") Y Y

:/ adxl...dx”:/ adzt ... dz"™
z(W) z(V)

como queriamos demonstrar.

sepelUNV,.

20. caso: Em que M"™ é compacta e w é uma forma
diferencial continua qualquer, de grau n, sobre M.
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Seja 1, .. ., (o, uma particao da unidade, subordinada a,
uma cobertura Uy, ..., U, (como no Lema 2) formada por
dominios de sistemas de coordenadas x;: U; — R", que
podemos supor positivos.

Cada forma w; = ¢; w tem suporte compacto, contido
em U, , donde satisfaz as condigoes do 1o. caso. Definimos

entao
,
/w: E /wi.
M i—1 M

E necessario verificar que esta definicao nao depende
da particao da unidade considerada. Seja 1, ..., 1, outra
particao. Tem-se

E/MWZE;/M (;%) W=%:/Msoz-ij:
LS E e

onde a primeira e a ultima igualdades sao validas porque
Y. i =Y,19; =1 e as demais porque as integrais con-
sideradas, sao na realidade, integrais no R", onde essas
transformacoes sao validas.

30. caso: Em que w é uma forma continua de grau n
numa variedade M™ que pode nao ser compacta.

Tomando uma particdo da unidade ¢, ..., ¢, ... su-
bordinada a uma cobertura enumeravel (como no Lema
2) de dominios de sistemas de coordenadas z;: U; — R",
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todos os x; positivos, podemos considerar a série

;/J\/‘[(’&Lw’

cujos termos sao todos bem definidos, de acordo com o 1lo.
caso. Mas esta série pode ser convergente ou divergente,
dando origem a subdivisao das formas continuas de grau n
sobre M"™ em formas integraveis e formas nao integraveis,
as quais discutiremos sucintamente agora.

Em primeiro lugar digamos que uma forma w (de grau
n, sobre uma variedade orientada M™) é positiva quando,
em cada ponto p € M, wy(v1,...,v,) > 0se {v1,...,0,} é
uma base positiva de M, . Isto equivale a dizer que, para
todo sistema de coordenadas positivo xr: U — R™ em M,
tem-se

wp = a(p)dx' A --- Adz™,

com a(p) > 0 para qualquer p € U. Dada a forma w,
chama-se parte positiva de w a forma w, que coincide com
w nos pontos em que w € positiva e € igual a zero nos pontos
em que w nao ¢ > 0. Se r é novamente um sistema de
coordenadas positivo, tem-se (wy)_p = a(p) dz'A- - -Adz",
p € U, onde

a+(p) = max{a(p),0}.
Analogamente, chama-se parte negativa de w a forma w_
que é igual a —w nos pontos em que w < 0 e w_ = 0 nos

pontos em que w > 0. Se w é continua, w, e w_ sao formas
positivas continuas sobre M e tem-se

W=w; —w_.
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Diremos que uma forma continua positiva w é integrdvel
quando existe uma partigdo da unidade {(;}, do tipo acima
considerado, tal que a série (de termos > 0)

;/M%‘w

seja convergente. Segue-se que esta série é absolutamente
convergente e que sao validas as manipulacoes formais fei-
tas no 2o0. caso para demonstrar que a soma da série inde-
pende da particao. Mais ainda, o mesmo raciocinio mostra
que a convergeéncia desta série para uma particao implica
convergéncia para qualquer particao. Definimos entao a
integral da forma positiva w pondo

/Mw:;/Mgozw

No caso de uma forma nao-positiva w, temos w = w, —
w_ . Diremos que w é integrdvel quando w, e w_ ambas o
forem. Diremos entao

[o=[w—[w

Existe uma classe importante de formas continuas in-
tegraveis numa variedade M™. Sao as formas de suporte
compacto. Para uma tal w, existe um conjunto compacto
K C M tal que w, = 0 para todo p € M — K. Entao wy
e w_ tém ambas suporte compacto, de modo que podemos
supor w positiva. Quando se toma a particao da unidade

para definir | w,, pode-se sempre toma-la de forma que
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apenas um numero finito de vizinhancas coordenadas V; in-
tersetam o compacto K, e assim apenas um numero finito
das funcoes ; sao # 0 em K. Logo, a série

Z/MW

que define a integral de w é, na realidade, uma soma finita
e, em particular, w é integravel.

Consideremos agora uma forma continua w, de grau r,
definida numa variedade M™. Seja ST C M™ uma subva-
riedade de dimensdo r. A inclusao i: S — M induz um
homomorfismo ¢* das formas sobre M nas formas sobre S.
Se t*w for integravel, diremos que w é integravel sobre S e

poremos
/w: /i*w.
S S

1. Seja M = R. Uma forma continua w, de grau 1, so-
bre R é do tipo f(t)dt e se identifica portanto a funcgéo real

Exemplos:

continua f: R — R. A integral | w reduz-se a integral

R
+o0

f(t) dt onde a convergéncia é tomada no sentido abso-

luto, isto é, consideramos convergentes apenas as integrais
onde /+oo |f(t)|dt < co. Com efeito, temos f = f, — f_
e |f| :—}i + f_ e a integrabilidae de w (e portanto de f)
exige que /fJr < o0 e /f_ < 400, donde /|f| < 00.

Identicas observacoes podem ser feitas quando w é uma
forma de grau n sobre R".
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2. Sejam M = R3 e S uma superficie orientada em
R3. Esta orientacdo pode ser dada, em cada ponto, do
plano tangente ou pela normal. Suponhamos que a forma
continua

w=adydz + bdzdx + cdzxdy

esteja definida num aberto 2 D S e que se anule fora
duma regiao, onde S é dada pela parametrizacao positiva
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), com (u,v) € D. De acordo com a
definicao vista

Joo= [ g+ e g e

que é uma integral de superficie da Analise Classica.
Analogamente, teriamos, como caso particular, a de-
finicao de integral de linha.

3. Volume de uma variedade riemanniana. Seja M uma
variedade riemanniana orientada, de dimensao n. Uma
forma importante sobre M é o elemento de volume o, de
grau n, definida em cada ponto p € M como

op(V1, ..., Up) = :I:\/det(vz- - V;),

onde vy,...,v, € M, e o sinal escolhido é o sinal da base
{v1,...,v,}. No capitulo anterior, vimos que este niimero é
o volume orientado do paralelepipedo gerado por vy, ..., v, .
Vimos ainda que, se {e1,...,e,} é uma base ortonormal

positiva de M, e
n
U = E ®ij €5
J=1
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entdo o,(vy,...,v,) = det(v; - e;) = det(ay;). Esta é uma
forma positiva e, se x: U — R"™ é um sistema de coordena-

das positivo,
o, =\ g(p)dx' ... dx",

onde g = det(gi;) e gi; = a?ci : % - Isto é 6bvio porque

N N )
Op 9l G ) g\p

e, como g(p) > 0 para qualquer p € M, \/g(p) é dife-
renciavel de mesma classe que a métrica riemanniana.

Se a variedade M é compacta, toda forma continua é
integravel, em particular o é integravel. Define-se o vo-

lume de M como o. No caso em que M é uma curva

ou superficie do esf)\ggo euclidiano, este volume coincide,
respectivamente, com o comprimento ou area de M.

Se a variedade M nao for compacta, nem sempre seu
volume sera finito. O fato do volume ser finito, ou nao,
depende da métrica. Por exemplo, pode-se introduzir uma
métrica no plano fazendo uso do difeomorfismo entre este
e o disco. Com esta métrica, a area do plano sera finita.

Em geral, em qualquer variedade riemanniana, é possivel
introduzir uma métrica relativamente a qual o volume seja
finito.

3. Definicao de integral de uma funcao. Seja f: M —
R uma funcao real, continua, definida na variedade rieman-
niana diferenciavel orientada M, cujo elemento de volume
é 0. A forma diferencial fo, sobre M, pode ser integravel
ou nao. No caso de fo ser integravel, pode-se definir a
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integral de f sobre M como

-l

Observacao: Para somas finitas, é evidente que, sendo
wy, ..., w, integraveis sobre M, entao w = wi + -+ + w,
também é integravel e

o=

Mas para séries, sendo w integravele w = w1+ - -+w,+. . .,
onde cada w; é integravel, ainda mesmo que a seqiéncia w;
seja localmente finita, pode acontecer que

fors

Esta discrepancia ocorre mesmo que » / w; seja uma
M

série convergente. Como exemplo basta tomar M = R =
reta real, wy = fi1,w; = f; — fi_1,% > 1, onde a fungao f; é
nula fora do intervalo [, 27] e é constante, igual a 1/, neste
intervalo. Entdo, pondo w = 0, temos w = > w; = lim f;.

1—00

(E a seqiiéncia (w;) é localmente finita, num sentido evi-

dente). Temos / w = 0 mas, para cada 1,
R

/fizl, donde Z/wi:hm fi=1.
R Z:l 11— 00
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4.10 Teorema de Stokes

O conceito de variedade diferenciavel visto no inicio deste
capitulo nao abrange, por exemplo, o disco fechado. E
nossa intencao demonstrar um teorema que contenha como
caso particular as formas do teorema de Stokes para o plano
e 0 espaco. Torna-se necessario, portanto, modificar as de-
finicoes do §1 de modo a incluir em nossa teoria as situacoes
em que o teorema é valido.

/ T

x(U)
x(U)

Um sistema de coordenadas de um espaco topologico
Mm™+ ¢ um homeomorfismo

r: U — R
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do aberto U de M™"! no aberto z(U) do semi-espaco eu-
clidiano

Ry ={(z"...,2") e R"" 2" <0} .

Esta definicao contém a anterior como particular.

Daqui por diante, as definicoes de atlas, atlas maximo,
vizinhanca coordenada, orientacao, campos de tensores, in-
tegral, etc... sao andlogos as que ja foram vistas.

A 1nica modificacao a fazer diz respeito ao conceito de
derivada parcial. Até aqui, s6 consideravamos derivadas
parciais de funcgoes definidas num subconjunto aberto do
espaco euclidiano. Agora admitiremos também derivadas
parciais de funcoes f: 2 — R, onde 2 é um subconjunto
aberto do semi-espaco Ry, As derivadas parciais g j (p),
para ¢ > 0 sdao as mesmas que dantes. A derivada %(p),
quando p = (0,a',...,a") é definida como se esperava:

ou seja, é a derivada a esquerda %fT;(p). Isto é natural
pois f estd definida apenas para pontos (¢,a',...,a"™) com
t <0.

Um ponto p € M™t! é dito ponto do bordo se, e somente
se, existe um sistema de coordenadas z: U — Rgt' com
peUeuzx(p)=(0,2(p),...,z"(p)). O bordo da variedade
M™ (conjunto dos pontos do bordo) é indicado com OM.
Quando OM é vazio, M™*! é uma variedade de dimensao
n + 1, de acordo com a defini¢ao do §1. Quando OM # &,

M™ ¢ dita variedade com bordo.
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Suponhamos, por absurdo, que y°(p) < 0. Indiquemos
com € o interior de y(U NV) em R™*. Entao

Q={(° "M eyUnV);y® <0}

e y(p) € Q. Consideremos a aplicagdo ¢: Q@ — R*"™! dada
por ¢(y(q)) = (z oy ")(y(a) = z(q), ¢ € Q. Ou scja,
@ é a restricao de z o y~! ao aberto Q. Pelo teorema das
fungoes inversas (pois o jacobiano de ¢ é # 0 em todos os
pontos de Q), () é aberto em R™". Mas ¢ claro que
z(p) € () C x(UNV). Segue-se que x(p) pertence ao
interior de z(U N'V) em R™! o que contraria a hipétese
z°(p) = 0.

Lembramos aqui que as derivadas parciais relativas a
primeira coordenada, num ponto do bordo, devem ser cal-
culadas somente a esquerda.

Verificaremos ainda que o bordo OM da variedade M™H1
¢ uma variedade (sem bordo) de dimensao n.

Para isso, comecamos por observar que, se uma Vizi-
nhanca coordenada U contém um ponto p do bordo, deve
conter uma bola do bordo a que p pertenca. Isto porque
sua imagem, sendo aberta em Rg“, ¢ a interseccao de um
aberto do espaco euclidiano R™*! com o semi-espaco RA.

Isto posto, construimos um atlas sobre OM a partir
de um atlas sobre M: se z: U — Rit! é um sistema de
coordenadas sobre M, com U NOM # &, entao xT: U N
OM — R™, que consiste em tomar a restricao de x a UNOM
e desprezar a primeira coordenada (que é sempre 0), sera

um sistema de coordenadas em OM. Explicitamente, se
pelUNIoM e

z(p) = (O, z*(p), ... ,x”(p)),
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entao

Exemplos. A bola fechada B* = {t € R"; |[t| < 1} é uma
variedade com bordo e 9B™ = S™ 1.

Se M ¢é uma variedade sem bordo e I é o intervalo
fechado [0, 1], a variedade produto M x I é uma variedade
com bordo e (M x I) = (M x {0}) U (M x {1}).

Se M e N sao ambas variedades com bordo, o produto
M x N nao possui uma estrutura natural de variedade dife-
renciavel. Por exemplo, o quadrado I x I possui 4 pontos
singulares (angulosos) no bordo.

Se p € OM é um ponto do bordo de M"t! as curvas
por p sao de diferentes tipos: ha aquelas que comegam (ou
terminam) em p, aquelas que, em p, tangenciam o bordo ou
aquelas que passam por p sem tangenciar (devem ter vetor
tangente nulo, caso sejam diferencidaveis). Compostas com
um sistema de coordenadas, elas tém os seguintes aspectos
no espaco euclidiano:

NANANE
¢

Observe-se que o vetor tangente a cada uma das curvas
acima no ponto p, aponta para fora de M™*!, para dentro
de M™*! tangencia M™*! ou é nulo, respectivamente. Isto
ilustra o fato de que o espago vetorial tangente M, , mesmo
num ponto p € M, é um espaco vetorial de dimensao
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n+1 (e ndo um semi-espago ou um espago de dimensao n).
Na realidade, a definicao do espaco M, é absolutamente
identica a que foi dada anteriormente no caso sem bordo.
E claro que para p € OM, ha dois espagos vetoriais que
se podem considerar no ponto p: o espago M, , tangente
a M e o espago (OM),, tangente a subvariedade M. O
primeiro tem dimensao n + 1 e o segundo tem dimensao n.

Proposicao 7. Se a variedade com bordo M for orientdvel,
sem bordo também o serd.

Demonstragao: Seja 2 um atlas coerente sobre M. Par-
tindo deste, introduzimos um atlas coerente A’ sobre OM
do mesmo modo como fizemos acima para construir a es-
trutura de variedade diferenciavel sobre OM.

Sejam z e y sistemas de 2 e seus correspondentes em
A, 2’ e y/. Para verificar que 2’ é um atlas coerente é ne-
cessario mostrar que o jacobiano J(y o (z')~!) da mudanga
de coordenadas ' o (z')"! é sempre positivo.

Ora, J(yoxz™!) > 0 porque 2 é um atlas coerente, mas,
num ponto p € M da interseccao dos dominios de z e v,
temos z°(p) = y°(p) = 0, donde

oy’

oy° 0y’

@(p) = @(p) == %(p) =0.
Logo:
8y1 8y1 8y1
010xl0x2 " Oxn 0
Jyox 1)p—gy0 ............. _% J(y o (2) 1) >0
L oy™ oy"™ oy" T
ozl 0x2 ~ Ozxn
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De 2z < 0 e ¢° <0, segue g—gﬁ > 0, mas a igualdade nao
pode verificar-se pois J(y o z7!) # 0. Conclui-se, final-
mente, que J(y' o (z/)~!) > 0.

A orientacdo de OM definida por ' diz-se orientacdo

induzida pela orientacdo de M (determinada por ).

Exemplo: Seja M™ uma variedade diferenciavel orientavel
sem bordo. Mostraremos agora como se pode obter no
produto M x I um atlas coerente B, a partir de um atlas
coerente 2 sobre M. Concluiremos, em particular que M
orientavel = M x [ orientavel.

Cada sistema de coordenadas positivo £ € 2 em M,
x: U — R", dard origem a dois sistemas de coordenadas =
exem M x I, e o atlas B serd o conjunto de todos os siste-
mas T e x, quando x percorre 2. Primeiramente convenci-
onemos indicar com z*: U — R" o sistema de coordenadas
negativo em M, obtido de z mediante a mudanca de sinal
da la. coordenada. Isto é, z*(p)=(—z'(p),...,z"(p)). Em
seguida, definamos T e x. O dominio de T serd o aberto
U x(0,1] de M x I e o dominio de Z serd o aberto U x [0, 1).
Teremos pois T: U x (0,1] — Ritt e 7: U x [0,1) — RyH!
dados por

z(p,t)=(t—1,z(p)), 0<t<1
z(p,t) = (—t,2"(p)), 0<t<1.

Na intersec¢ao U x (0,1) = [U x [0,1)] N [U x (0, 1]] dos
dominios de 7 e T, a mudanca de coordenadas T o T~!
tem jacobiano positivo, pois as mudancas de coordenadas
t—1— —tex(p) — z*(p) tém ambas o jacobiano nega-
tivo. De modo andlogo verifica-se que, em geral, se z, y
sao dois sistemas de coordenadas positivos arbitrarios em
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2, cujos dominios U e V tem interseccao nao-vazia, entao
as mudancas de coordenadas To y !, T oy !, etc. tém
todas jacobiano positivo. E ébvio que os dominios de x
e £ cobrem M x I, quando x percorre 2. Segue-se que o
conjunto B dos sistemas T e T é um atlas coerente sobre
M x I.

Observemos ainda um fato importante neste exemplo.
Se identificarmos, como é natural, a subvariedade M X
{0} € M x I com a variedade M, através do difeomor-
fismo ig: p — (p,0), e identificarmos também M x {1} com
M pela correspondéncia i1 : p — (p, 1), veremos que a ori-
entagdo induzida por M x I no seu bordo M x {0}UM x {1}
(de acordo com o processo acima descrito de desprezar a
primeira coordenada de um sistema positivo em M x I)
reproduz em M x {1} a orientacdo dada a M pelo atlas A,
porém introduz em M x {0} a orientacdo oposta.

Por conseguinte, se indicarmos com M uma variedade
conexa, orientada e com —M a mesma variedade com a ori-
entacao oposta, e indicarmos ainda com M X [ a variedade
munida da orientacao dada por M, e com d(M x I) o bordo
com a orientacao induzida, poderemos escrever

oM xI)=(M x {1}) — (M x {0}).

Observacgao: (Quando definimos variedade com bordo, exi-
gimos que os sistemas de coordenadas locais tomem valores
em subconjuntos abertos do semi-espaco

Rt = {(xo,xl, oz € RV 20 < 0}.

Isto é conveniente e simplifica muitos argumentos, como
por exemplo na Proposicao 7. Ha porém uma pequena
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desvantagem, para a qual chamamos a atencao do leitor.
Considerando o intervalo [0,1] como uma variedade com
bordo, devendo os sistemas de coordenadas em torno dos
pontos 0 e 1 tomar valores em (—o0,0] = R(l), vemos que
um sistema de coordenadas em torno do 0 tem sempre de-
rivada negativa, enquanto em torno do 1 a derivada é po-
sitiva. Tais sistemas nao podem ser compativeis. Como
nos insistimos em considerar R como o Unico semi-espaco
aceitavel, o intervalo compacto [0, 1] ndo é, portanto, uma
variedade orientavel! Este é o inconveniente. Em dimensao
maior que 1 nao aparece nenhum outro absurdo desta na-
tureza. Vale a pena, portanto, manter a definicao adotada.

Teorema de Stokes. Seja M™™' uma variedade orien-
tada, cujo bordo OM estd dotado da orientacdo induzida.
Se w € uma forma de graun e classe C?, com suporte com-

pacto em M, entao
/ dw = / w.
M oM

1. A hipétese de classe C? para w é necessaria a fim de
que dw tenha significado intrinseco. Ela foi usada quando
demonstramos que a diferencial exterior estava definida in-
variantemente.

Observacoes:

2. O teorema acima inclui como casos particulares as
formulas da Analise Vetorial classica conhecidas como Teo-
remas de Gauss, Green, Stokes e Ostrogradsky. Por exem-
plo, se n+1 = 2 e M? é uma superficie do espaco R?, cujo
bordo é a curva I' = OM?, e w = adx + bdy + cdz é uma
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forma de grau 1 sobre M2, nossa férmula de Stokes fornece:

dc  0Ob da Oc
/M (a_y . &> dydz + (% - %> dzdz+
<% — %> dxdy = /adx—i— bdy + cdz,
T

que é o teorema cldssico de Stokes. (Vide R. Courant,
“Differential and Integral Calculus, vol. II, pag. 386).

3. Quando M™*! nao é compacta, o Teorema de Stokes
nao é valido para uma w de grau n e classe C? qualquer,
mesmo que w seja integravel sobre OM e dw seja integravel
sobre M. Por exemplo, consideremos o disco unitario do
plano:

D?* = {(z,y) € R* * +y* < 1}

e ponhamos M? = D? — 0 = disco menos a origem. Temos
0D?* = St = circulo unitdrio = {(z,y) € R? z* + y* = 1}.
Tomemos agora a forma diferencial de grau 1 e classe C'*®
em D? — 0, definida por

dy.

w =
x2_|_y2 x2_|_y2

Temos dw = 0, donde dw ¢ integravel sobre M? e / dw =
M2
0. Além disso, w é integravel sobre S' = OM?2, pois S! é

compacto. Parametrizando S com ¢ — (cost,sent, 0 < ¢ <
27, temos

27
/ w = / [—sent - d(cost) + cost - d(sent)] =
St 0

27
= / (sen?t 4 cos®t)dt = 2.
0
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Portanto,/ dw # w.

M oM
Assim, hipdteses adicionais sobre o comportamento de w

sao necessarias a fim de manter a validez da férmula de
Stokes. A hipotese de w ter suporte compacto nao é, com
certeza, a mais geral possivel, mas é suficiente para a maio-
ria das aplicagoes. Note-se que sup.w compacto = sup.dw
compacto.

Demonstracao do teorema: Suponhamos, inicialmente
que o suporte de w esteja contido dentro do dominio U de
um sistema de coordenadas positivo z: U — R, Neste
sistema, pode-se escrever

n
W= E a;d2°...d77 ... dz",
§=0

(onde o sinal ~ sobre um objeto significa que este objeto
deve ser omitido).
Entao, para a diferencial exterior dw, tem-se

dw =Y da; Nda®... di7 ... dz".

7=0

dw = —]:dxjdxo...dfj...dx”.

Vamos distinguir dois casos, conforme U contenha ou
nao, pontos do bordo.
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12 caso: U NOM = &. Neste caso, é 6bvio que

/ w:/ w =0,
OM oM

ja que w = 0 fora de U.
Demonstramos que também o primeiro membro é nulo,

isto é, que | dw = 0. Sendo z(U) limitado, pode-se consi-

dera-lo conti\éo num cubo fechado K, de arestas paralelas
aos eixos, ao qual se estendem as fungoes a; fazendo-as
iguais a zero em K — x(U). Isto ndo altera a continuidade
de a; .

Obtém-se entao

= Oa; . . :
dw = / — L dxidz® ... dZ7 ... dz™.
/M ]z:% K 017

Procedendo-se a integracgao, relativamente a x’, apare-
cem as diferengas entre valores de a; nas faces do cubo K
e estes sao nulos, portanto

/dw:0.
M

29 caso: UNOM # @. Mais uma vez, a aplicagao
i1: OM — M ¢ a aplicagao de inclusao do bordo em M,
entdo 1*w = ag dz' A - - - Adz™ porque restringir-se ao bordo
significa fazer 2 = 0 e, conseqiientemente, dz® = 0.

Entao / W = / apdz'...dx"™. Observe-se que es-
oM oM

tamos levando em consideracgao o fato de que a orientacao
de OM ¢é a induzida pela de M.
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Consideremos, agora, um cubo fechado K, de arestas
paralelas aos eixos, que contenha x(U) e que tenha uma
de suas faces, K’, no hiperplano z° = 0. Estendemos as
funcoes a; , analogamente ao caso anterior, fazendo-as nu-
las onde nao estao definidas, entao

/ w:/ apdz! ... dz".
OM K

x(U) K

Por outro lado,

= Oa; . . :
dw = /—‘de]dxo...d/x\...dx”.
/M ]z:% K O

Efetuando a integracao, relativamente a z7, aparecem no-
vamente as diferengas entre valores de a; nas faces do cubo
K e estes sao nulos, com excecao de um — aquele corres-
pondente a face K’ (j = 0), isto é

/dw:/ apdz! ... dz".
M K’
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Em seguida, mostremos que a situacao geral, onde w é
uma, forma com suporte compacto K arbitrario, reduz-se a
anterior. Com efeito, seja ¢1,...,;, ... uma particao da
unidade subordinada a uma cobertura enumeravel Uy, ...,
U;,... como no Lema 2. Existe um inteiro r tal que Uy, ...,
U, cobrem o compacto K = suporte de w. Como w = 0
fora de K, temos p;w = 0 para ¢ > r. Logo:

r r
w = E Qi = E Wi ,
=1 =1

,
onde w; = @;w. Assim, / w = g / w; . Por outro

lado dw = > dw;, donde / dw = Z / dw;. Além
i=1 M — Jom

disso o suporte de cada w; esta contido na vizinhanca co-
ordenada U;. Entao, de acordo com a primeira parte do

teorema,
/ wi:/dwi, 7;:1,...,7".
oM M

Logo / W = / dw, como queriamos demonstrar.
oM M

Observacgoes:

1. Freqiientemente, a variedade com bordo M™! est4
imersa numa variedade maior N" e w é uma forma sobre V.

A férmula de Stokes W = dw ainda ¢é valida neste

oM M
caso. Basta lembrar a definicao de integral de uma forma
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sobre uma subvariedade. Sejam i: M — N e j: OM — M
as inclusoes. Por definicao é

/w—/]zw e /dw:/dw:/i*dw
oM OM M M M

Mas i*dw = d(i*w) e vale a férmula de Stokes em M. Logo

/ j*i*uJ:/ d(i*w):/ i*dw, ou Seja/ w:/ dw.
oM M M oM M

2. Mesmo no caso elementar de uma integral curvilinea
no plano, encontram-se expressoes do tipo

/:/adx—i—bdy,
T

onde I' nao é necessariamente uma curva simples, isto é,
uma, subvariedade de dimensao 1 do plano. Muitas ve-
zes, I’ possui auto-intersegoes: é simplesmente uma “curva
parametrizada”, definida por uma aplicacao diferenciavel
f: I — R? onde I é um intervalo da reta. Este caso nao
esta exatamente incluido na definicao geral que demos para

/ w, onde exigimos que M seja uma variedade. Nas inte-
M

grais curvilineas, se I é definida por ¢t — (x(t), y(t)), poe-se

/‘”‘/ { >f§f+b(x(t> y(t >>jg] dt,

onde o e 8 sao os extremos do intervalo /. Notemos que isto

B
equivaleadeﬁnir/w:/ ffw, ou Seja/ w:/f*w.
r a £ I
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Isto é o que faremos em geral. Sejam M, N varieda-
des orientaveis (com ou sem bordo) e f: M — N uma
aplicacao diferenciavel. Dada uma forma diferencial w so-

bre N, definiremos /
f(M)
vermos ' = f(M), I' serda uma espécie de “subvariedade”

com auto-interseccoes, pontos angulosos, etc. E f sera uma
“parametrizacao” de I'. Ainda nesta situacao geral, o Teo-
rema de Stokes é valido. Se M possui um bordo dM, pode-

mos escrever OI' = f(OM) e vale a formula / w= / dw,
or r

significando que

[ pu= [ rae) = [ ag).

(Supomos, naturalmente, que o grau de w € igual a di-
mensao de OM).

3. Para uma forma arbitraria, a demonstracao do Teo-
rema de Stokes falha no seguinte ponto: sejaw = > p,w =

> w;. Temos / W = Z/ w; e, sendo a soma » | w;
finita em cada ponto, vale também dw = > dw;. Mas nao

é verdade que / dw = Z / dw; . (Cfr. observagao em
M M

seguida a definigao de integral.)

O Teorema de Stokes possui uma interpretacao inte-
ressante em termos da dualidade existente entre as formas
diferenciais (de classe > 2 e suporte compacto) sobre uma
variedade N" e as subvariedades de V.

Sejam F o conjunto das formas diferenciais de classe
C? e suporte compacto sobre N e J o conjunto das sub-
variedades orientadas de N. Temos F = FOU ---UF" e

w como sendo / f*w. Se escre-
M
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J=J°U---UJ" onde F" é o conjunto das formas de
grau r e J" é o conjunto das subvariedades de dimensao
r. A dualidade acima referida consiste no seguinte: para
cada r, 0 < r < n, existe uma aplicagao

I xF —- R

que associa a cada subvariedade orientada M" e cada forma
w € FT o numero real

(M, w) = /Mw.

Esta aplicacao é bilinear no sentido de que

(M,w+0) =(M,w)+ (M,0)

(MU P,w) ={(M,w) + (P,w)

se M e P sao disjuntas. O Teorema de Stokes exprime que
o operador de bordo 9: J" — J" ! e o operador de dife-
rencial exterior d: F© — F'! sdo adjuntos um do outro,
relativamente a esta dualidade. (Estamos considerando em
cada J7, a subvariedade vazia @ € J", a fim de podermos
falar em OM"™ quando M" é uma subvariedade sem bordo).
Com efeito, na notacao acima, o Teorema de Stokes se
escreve

(OM™1 W)y = (M dw), w de grau r.

Por analogia, diremos que a forma diferencial w é fe-

chada quando dw = 0. Por exemplo, uma forma w =

adx + bdy no plano é fechada se, e somente se, 2—; = % '
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Diremos que duas aplicagoes diferenciaveis f,g: M"™ —
N™ sao homotopicas quando existir uma aplicacao dife-
renciavel H: M x I — N (chamada homotopia entre f
e g) tal que

H(p,0) = f(p) e H(p,1)=g(p), para todop € M.

Dadas uma aplicacao f: M — N e uma forma de su-
porte compacto sobre NV, pode acontecer que f*w nao tenha
suporte compacto sobre M. Isto serd verdade, porém, se f
for uma aplicagio prdpria, isto é, se f~}(K) for compacto
para todo compacto K C N. Para evitar essas hipdéteses
adicionais, e simplificar os enunciados, ¢ que suporemos,
na proposicao seguinte, que M é compacta.

Se M é orientada e compactae H: M x I — N é uma
homotopia entre f e g, entao tem-se evidentemente:

H*w:/ ffw e H*w:/g*w.
Mx0 M Mx1 M

Proposicao 8. Sejam f,g: M™ — N aplicacoes homotopi-
cas, M orientada e compacta. Seja w uma forma diferen-
cial fechada de grau r, sobre N. Entao

/Mf*w:/Mg*w.

Demonstracao: Como dw = 0, lembrando que
OMx1)=(Mx1)—(M x0),

temos:

0:/ H*(dw):/ d(H*w):/ H'w =
MxI MxI (M x1I)

:/ H*w — H*w:/ g*w—/ ffw
Mx1 Mx0 M M
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como queriamos demonstrar. Acima, M X I esta munida da
orientacao fornecida por M, conforme foi explicado antes.

Considerando f: M™ — N e g: M"™ — N como pa-
rametrizagoes dos conjuntos I' = f(M") e A" = g(M"), de
acordo com a notagao anteriormente introduzida, podemos
enunciar o teorema acima dizendo:

Para I'" e A" homotopicos em N e w fechada, tem-se

[ -

Em particular, se I e A sao curvas fechadas numa regiao
N do plano, onde esta definida a forma w = adz + bdy,
reobtemos o fato de que as integrais

/adx—l—bdy e /adx—i—bdy,
T A

com g—z = % , coincidem quando as curvas I' e A sao ho-

motépicas em N. Quando N é uma regiao simplesmente
coneza (isto é: uma curva fechada em N é sempre ho-

motdpica a um ponto) tem-se entdo /adx + bdy = 0

r
da _ b

sempre que I' for uma curva fechada e oy — on

O Teorema de Stokes pode também ser considerado sob
o ponto de vista da integracao sobre uma “cadeia dife-
renciavel”, mais dentro do espirito da Topologia Algébrica.
Para um tratamento sob este aspecto, o leitor podera con-

sultar o livro “Homologia Basica’, do autor.



Capitulo 5

Sistemas Diferenciais

5.1 O colchete de Lie de 2 campos
vetoriais

Sejam M uma variedade diferencidavel e v € M, um ve-
tor tangente a um ponto p € M. Para cada funcao real
diferenciavel f, definida numa vizinhanca de p, podemos
considerar a derivada direcional %(p) = df(p) - v a qual,
como se recorda, é o limite

o TOW®) — F0)

t—0 t

onde \: (—e,¢) — M é qualquer caminho diferencidvel tal

que A(0) = p e o vetor velocidade X' (0) de A no ponto p é

v. Além disso, se z: U — R"™ é um sistema de coordenadas
n .

vélido na vizinhanga de p e v = 231 o' 2:(p) é a expressdo

1=

de v relativamente a base {52 (p), 9 (p)} C M, de-

-.-,8xn

226
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terminada por x, tem-se

of " f
5, (P) = > o it

1=1

onde 2 g L(p) = a(%cgﬁ(x(p)), por definigao.

Seja agora X um campo vetorial sobre a variedade M,
isto é, uma correspondéncia que associa a cada ponto
p € M um vetor X(p) € M,, tangente a M no ponto
p. Dado um sistema de coordenadas locais x: U — R"™ em
M, para cada p € U, teremos

Z Oé axz

O campo X determina assim, para cada sistema, de co-
ordenadas locais z: U — R", n funcdes reais o': U — R,
que sao as coordenadas de X relativamente as bases defi-
nidas por x nos varios pontos de U. Diremos que X é um
campo de classe C" (0 < r < 00) se, para todo sistema x,
as funcoes a': U — R sao de classe C". Este conceito tem
sentido sempre que m é uma variedade de classe C™*1. Com
efeito, se noutro sistema de coordenadas y: V' — R™ tiver-

mos X (p) = éﬁi(p) 5

:(p), entdo, para cadape UNV,

50) = 3 o (a(r) - (o),

onde %: z(UNV) — R sao fungdes de classe C”.
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Dados um campo de vetores X de classe C"~! e uma
funcao de classe C", f: A — R, definida num aberto A C
M, podemos obter uma nova funcao, de classe C" 1,

of

—: A — R,

ox
definida em A, chamada a derivada de f relativamente ao
campo X. Para cada ponto p € A, poremos

of of
ox P) = &wm@)

= df(p) - X(p).

(O campo X basta estar definido em A.)
Relativamente a um sistema de coordenadas z: U —
R™ com U C A, temos

L) =D)L ), pev,

onde X (p) =" o(p) 32 (p). Por exemplo: 2 8_X = aoF.
Se Y é outro campo vetorial de classe C™!, podemos

ainda considerar a nova funcao real, de classe C"2,

0% f o (0f
ayax_ay(ax>“Aﬁ}L
que é simplesmente a derivada da fungao 0f/0X relativa-

mente ao campo Y. Em termos do sistema de coordenadas
x, teremos:

al 0 f o 0% f
’ — - 1
8Y8X Zﬁ (8xz 90 + ¢ oziow ) (1)
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onde Y(p) = X 5%(p) %(p). Vé-se imediatamente que, em

02 f 92 f
geral 3%5v # svax

Teorema 1. Sejam X, Y campos vetoriais de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M. FEziste um tinico campo
vetorial Z, de classe C™1, sobre M, tal que

of 0 f B 0% f
0Z  0X9Y OYIX
para toda funcdo f € C?, definida sobre um aberto de M.

Demonstracao: Notemos inicialmente que se M é uma
variedade de classe C" e Z, Z’ sao campos vetoriais defi-
nidos sobre um aberto A C M, tais que 0f/0Z = df /07’
para toda funcao real f de classe C", cujo dominio esta
contido em A, entdo Z = Z’'. Com efeito, as coordenadas
de Z e Z' relativamente a um sistema de coordenadas locais
x sao 01'/0Z e Ox'/0Z’ respectivamente.

Resulta dai que se o campo Z existir, ele serd 1nico e,
em virtude da igualdade (1) acima, em cada dominio U de
um sistema de coordenadas locais z: U — R™, onde

& za ]
X:;a Ry e Y = Zﬁ 8y

1=1

deveremos ter

Z S T
= dxi 8x’i OxJ
Entdo, pondo Z = 3 ' 2, vem 7' = & e a férmula (2)

da:
; 861 oo
T Z ( ori & 8x3> (3)

j=1
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Consideremos entao, para cada sistema de coordenadas lo-
caisz: U — R™ em M, o campo vetorial

Zx:;'yz@a

definido apenas sobre U, onde os +* sdo obtidos através da
férmula (3). E imediato que, sobre U, tem-se

of = o*f B 02 f
0Z, 0X90Y 9YOX

Por conseguinte, se y: V' — R™ é outro sistema de coorde-
nadas locais com UNV # @, tem-seem UNV ;me = 8%%
e portanto Z, = Z, em UNV. Conclui-se dai que os varios
Z, definem um tunico campo vetorial Z sobre M, o qual

cumpre as condicoes requeridas.

Definicao. Dados dois campos vetoriais X, Y sobre uma
variedade M, ambos de classe C" (r > 1), chama-se col-
chete de Lie desses campos ao campo vetorial Z = [X, Y],
de classe C™ 1, caracterizado pela propriedade

of  f B 0% f
0Z  0X9Y OYOIX

onde f é uma funcao qualquer de classe C? sobre um aberto
de M.

A existéncia e unicidade do colchete [ X, Y] estando es-
tabelecidas no teorema, anterior, passamos a registrar aqui
algumas propriedades formais desta operacao.

Sejam a,b € R constantes, X, X, Y, Y1 campos de
classe C", r > 1, e f, g funcoes diferenciaveis. Entao:
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19) [aX +bX1,Y] = a[X, Y]+ b[X1,Y]
[(X,aY +bY1] = a[X,Y] + b[X, Y]

Y] = —[Y, X]. Em particular:
X, X] =0

[X
3°) X, g¥Y]=f-g- XY+ [ g% Y —g 5 X
19) [X,[Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [Y,[Z,X]]ZO-

Exemplos:

29)

1) Seja z: U — R™ um sistema de coordenadas locais
numa variedade M. O aberto U C M é evidentemente
uma, variedade, sobre a qual estao definidos os n campos
vetoriais =2 Para 1 < 1,5 < n quaisquer, temos

w,...,an
o 0
lﬁx’“@xﬂl

2) Sejam X, Y os campos vetoriais sobre o plano R?
definidos por X(z,y) = (x,y) e Y(x,y) = (0,1) para todo
(z,y) € R% Tem-se [V, X] =Y.

3) Sejam X e Y campos vetoriais lineares no R", isto
é, existem transformagoes lineares A, B: R* — R" tais
que X(x) = Az e Y(x) = Bx para todo x € R". Entao
(X, Y](x) = (AB — BA)x.

4) Sobre o dominio U de um sistema de coordenadas

x: U — R" seja X = Z a' -2 um campo vetorial definido
pelas funcoes reais a*: U — R. Paracada k =1,2,...,n,
tem-se

0 " oa8 0
Y x| = .2
[8xk ’ ] — OzF Oz
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Com efeito, a i-ésima coordenada de Z = [a%k , X ] relati-
vamente ao sistema x é

ox’ B 0%z’ B 0%z’ B
07z  orkoX 0Xoxk

_i oz’ _i ox’ _6@1"
 9zk \9X 00X \ozk /)  Oxk

5.2 Relacoes entre colchetes e flu-

XO0S

Seja X um campo vetorial sobre uma variedade diferenciavel
M. Uma trajetoria (ou drbita, ou curva integral) de X é
um caminho ¢: J — M, de classe C!, definido num in-
tervalo aberto J da reta, cujo vetor velocidade ‘fl—f = ¢/(t)
em todo ponto p = ¢(t) é igual ao vetor X(p) dado pelo
campo X. Se, relativamente a um sistema de coordena-
das z: U — R", valido no aberto U C M, o caminho ¢ é
definido por
t— (2'(t),...,2"(1))

e o campo vetorial X é representado por n funcoes reais
o', entao a condigao para que ¢ seja uma trajetoria de X
se exprime por meio das equagoes

dz’
dt

=o' (z!(t),...,2"(t), i=1,2,...,n.

Diremos que uma trajetoria ¢: J — M tem origem p
quando 0 € J e ¢(0) = p. Segue-se do teorema classico de
existéncia para equagoes diferenciais ordinarias que, dado
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um campo vetorial de classe C! sobre uma variedade dife-
renciavel M, por cada ponto p € M passa uma trajetoria
de origem p. O teorema classico de unicidade interpreta-se,
em nosso contexto, do seguinte modo: entre as trajetérias
de X com origem p existe uma que é mdzxima, isto é, qual-
quer trajetoria de X com origem p é uma restricao desta a
um subintervalo menor. De agora em diante, quando nos
referirmos a trajetéria do campo X com origem p, estare-
mos querendo dizer a trajetoria maxima.

Outro teorema basico sobre equacgoes diferenciais diz
que “as solucoes de um sistema com dados diferenciaveis
dependem diferenciavelmente das condicoes iniciais”. Isto
significa que se X € C" e se t — ¢(t,p) = wi(p) for
a trajetéria (médxima) de X com origem no ponto p €
M, a qual se caracteriza pelas propriedades ¢(0,p) = p,
2 o(t,p) = X(p(t,p)), entdo ¢(t,p) € M depende diferen-
ciavelmente de ¢ e de p. Mais precisamente, para cada
p € M existem uma vizinhanca V 3 p e um numero
e > 0 tais que a trajetéria maxima com origem em qual-
quer ponto g € V esta definida pelo menos para —e <t < e
e p: (—e,+¢) x V. — M, dada por (t,q) — ¢(t,q), é uma
aplicacao de classe C".

Uma conseqiiéncia da unicidade das trajetorias é que,
para todo p € M, ps[vi(p)] = wsie(p). Com efeito, fi-
xando s arbitrariamente, consideremos o caminho A(t) =
w(s +t,p). Temos A\0) = ps(p) e N(t) = ¢'(s+t,p) =
X(p(s +t,p)) = X(A(t)). Logo A é parte da trajetéria
maxima de X com origem 4(p). Ora, tal trajetéria é
t — ¢tfs(p)]. Logo

p(s +1t,p) = A(t) = wifps(p)],
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como afirmamos.

Diremos que ¢i(p) é o fluzo local definido, ou
gerado, por X. Pode-se demonstrar que, quando M é com-
pacta, as trajetorias (maximas) de X sdo definidas para
—00 < t < oo. Entdo (t,p) — ¢(t,p) é um fluro global
p: Rx M — M.

Teorema 2. Seja X um campo vetorial de classe CT
(r > 1) sobre uma variedade M. Seja p € M um ponto tal
que X (p) # 0. Existe um sistema de coordenadas x: U —
R"™ de classe C" em M, comp € U, tal que X(q) = %(q)
para todo q € U.

Demonstragao: Seja p;(q) o fluxo local definido por X.
Escolhamos uma parametrizagdo £: A — M, (A C R"
aberto, £(A) C M aberto, £ = inversa de um sistema de
coordenadas locais) tal que 0 € A, £(0) = p e %(0) =
X (p). Em seguida, definamos uma nova aplicagdo ¢ - A —
M pondo ((t,z?,...,z") = p,(£(0,22,...,2")). No ponto
0 € A, a matriz jacobiana de { é ndo-singular, pois %(0) =
X(p), gfi (0) = gfi (0), © > 2. Restrita entdo a uma vizi-
nhanca menor B de 0 em R", a aplicacao (: B — M é uma
parametrizacio. Seja U = ((B). Pondoz =(': U — R",
temos o teorema demonstrado.

Corolario. Seja X um campo vetorial de classe C™ (r > 1)
sobre uma variedade M. Seja X (p) # 0. Existe um sistema
de coordenadas x: U — R™, de classe C™, com p € U e tal
que o fluxo de X, transportado para x(U) (isto €, o fluzo

zlpi(q)]) tem a forma

S A —(r +1,x,...,T7).
(t, (' ") = (@' +t,27 ")
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Basta observar que, transportado para z(U), o campo
X tem a forma X(z!,...,z") = (1,0,...,0).

Teorema 3. Sejam X, Y campos vetoriais de classe C”
(r > 1) sobre uma variedade M. Indiquemos com &5 e 1,
respectivamente os fluzos locais gerados por estes campos.
Se o colchete de Lie [X,Y] € identicamente nulo em M,
entdo Eny = mi€s , isto € Es(n(p)) = m(€s(p)). Reciproca-
mente, se 0s dois fluros & e n “comutam” neste sentido,
entdo [ X, Y] =0 em todos os pontos de M.

Demonstragao: Suponhamos que [X,Y] = 0. Tome-
mos p € M arbitrariamente. Se X(p) = Y (p) = 0 entao,
pelo teorema de unicidade das trajetérias, temos necessa-
riamente

&(p) =m(p) =p

para todo s e todo t. Segue-se que &sny(p) = n:&s(p), trivi-
almente. Admitamos agora que os dois vetores nao se anu-
lam simultaneamente no ponto p. Digamos que X (p) # 0.
Entao existe um sistema de coordenadas locais x: U — R",

com p € U, tal que &(z!,..., 2" = (' + s,2%,...,2"),
ou seja, X = % em U. Escrevamos Y (z',...,z") =
S ai(zt, ..., 2") 5% - Entdo
i=1
0 .0 oa* 0O
0=1X,Y]|=|— t— | = —
XY lﬁxl’z ¢ 8x’L] orl ox
Logo
8&1_8a2_ _8@”_0
oxl ozt Ox!
em U. Isto significa que a'(z' + s,z% ...,2") =

a‘(zt,z?, ..., 2") para todo s, 1 = 1,2,...,n. Em outras
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palavras,
Y{z' +s,2°, ..., 2") =Y (2}, ..., z").

Daf resulta que n.(z* +s,22%,...,2") = n(zt, 2%, ..., 2") +
(,0,...,0), em virtude do teorema de unicidade, ja que
ambos os membros desta igualdade, considerados como
fungoes apenas de ¢, sdo trajetérias de origem (z'+s, 22, .. .,
z™) relativas ao campo Y. Isto significa, porém, que

ntgs(xla s ,xn) - fsnt(xl, s ,xn),

como queriamos provar.
Reciprocamente, seja &1, = m:&s. Para cada ponto
p € M, temos:

& f g, (%(53(]9))) = % %f(ntﬁs(p))

axov V) = 5%
e, analogamente

2 f G,
VX (p) = 5 B f(&n:(p)),

as derivadas relativamente a s e ¢t sendo calculadas nos pon-
tos s = 0, t = 0. Segue-se que 9°f/0XJY = 0°f/0YIX
para toda f € C?, donde [X,Y] = 0.

Definicao: Dois campos vetoriais X, Y de classe C"
(r > 1) sobre uma variedade M dizem-se comutativos se
[X,Y] = 0 (identicamente em M). Isto significa, como aca-
bamos de ver, que os fluxos gerados por X e Y comutam.

Teorema 4. Sejam Xq,..., X, campos vetoriais de classe
C" (r > 1) tais que [X;,Y;] =0 (i, = 1,...,k) sobre a
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variedade M. Seja p € M um ponto tal que os vetores
X1(p), ..., Xk(p) sdo linearmente independentes. FEntao
eriste um sistema de coordenadas x: U — R™, de classe
C", comp € U, tal que X; = 8/0z',..., X}, = /02" em
todos os pontos de U.

Demonstracao: Por simplicidade de notagao, considere-
mos apenas o caso de 3 campos X, Y, Z. Sejam &, n;, (y
respectivamente os fluxos por eles gerados. Tomemos um
sistema, de coordenadas y em M, valido numa vizinhanca
de p, tal que

seja uma base de M,,. A aplicagao

90: (S? t? u? y4? et ?yn) — gsntcu[y_l(o? 0? 0? y4? et ?yn)]

é definida numa vizinhanca de 0 € R"™ e toma valores em
M. Temos

0(0) = p, 22(0) = X(0), 22(0) = ¥ ), 22(0) = Z(p)

e g;fi (0) = 838ﬂ (p) se i > 4. Segue-se que ¢,(0): R* — M,
é um isomorfismo. Pelo Teorema da Funcao Inversa, con-
cluimos que ¢ aplica uma vizinhanca de 0 € R" difeo-
morficamente sobre uma vizinhanca U de p em M. Seja
r=¢ ' U — R" Afirmamos que z é o sistema de co-

ordenadas procurado. Com efeito, para cada ¢ € U, com
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z(q) = (s,t,u,y?, ... temos:
0 Oy
o = Bs

y"),
d s
- (z(q)) = 5 — &[muy1(0,0,0,4%, ..., y")] =
— X
0

(9),
%(Q) %f( (9)) = 57 mel6sCuy7(0,0,0,9%, ., y")] =

t
Y(q),
e, analogamente, a%g(q) = Z(q). Note-se que, para esta

verificacao, foi usada pela primeira vez a hipotese de que
os fluxos &, n, ¢ comutam.

Corolario. Relativamente ao sistema x do teorema acima,
o fluzo local & , gerado pelo campo X; , é dado por £ (x?,. ..,
") = (z',...,x" +s,...,2").

5.3 Sistemas diferenciais

Um sistema diferencial de dimensao d numa variedade dife-
renciavel M é uma aplicacao L que associa a cada ponto
p € M um subespago L(p) de dimensdo d do espago tan-
gente M, .

Um sistema diferencial L diz-se de classe C" quando
cada ponto de M possui uma vizinhanca V' na qual exis-
tem campos vetoriais Xq,..., Xy, de classe C", tais que

{X1(q),...,Xa4(q)} é uma base de L(q) para todo g € V.
Exemplos:

1) Um sistema diferencial de dimenséo 1 chama-se tam-
bém um campo de direcoes: a cada ponto p € M fica
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associada uma reta L(p) C M,, passando pela origem.
Todo campo vetorial X sem singularidades (isto é, X (p) #
0 para todo p € M) sobre M define um campo de diregoes
L em M: L(p) = reta que contém o vetor X(p) em M,.
Note-se que se X € C" entao L € (7. Se a variedade
M for simplesmente conexa, entao todo campo de direcoes
de classe C" em M provém, dessa maneira, de um campo
de vetores de classe C" sem singularidades em M. (Vide
a pag. 203 do livro “Grupo Fundamental e Espacos de
Recobrimento”, do autor.)

/7NN

Se M nao for simplesmente conexa, pode haver um campo
de direcoes de classe C*° em M que nao provém de ne-
nhum campo continuo de vetores nao nulos em M. Isto
se d4, por exemplo, para M = R? — {0}, com o campo
de direcoes definido pelas tangentes as curvas indicadas na
figura acima.
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(Atengdo: nem toda variedade diferencidvel admite um
campo continuo de diregoes. Por exemplo, o toro admite,
a esfera S? nao).

2) Numa variedade riemanniana M™, a todo sistema
diferencial L, de dimensao d, corresponde um sisstema L°,
de dimenséo n — d. Em cada ponto p € M, L%(p) é o com-
plemento ortogonal de L(p) no espago vetorial M,,. Tem-se
L € C" se, e somente se, L° € C". Em particular, se existir
em M um campo vetorial de classe C" sem singularidades,
existird também um sistema diferencial de dimensao n — 1
e classe C". Por exemplo, numa regiao U do plano um
campo de diregoes é definido por uma equacao da forma

adz +bdy =0, (1)

onde a,b: U — R s@o fungoes reais. A direcdo L(z,y)
associada ao ponto p = (x,y) € U é a reta perpendicular
ao vetor (a(z,y),b(z,y)). Exige-se, naturalmente, que a?+
b*> # 0 em todos os pontos de U. De maneira andloga, uma
equacao do tipo

adz +bdy +cdz =0, (2)

onde a, b, ¢ sdo funcoes reais num aberto U C R3, define
um campo de planos em U (sistema diferencial de dimensao
2). Em cada ponto p = (z,y,2) € U, o plano L(p) é
perpendicular ao vetor (a(p),b(p),c(p)), o qual é suposto
=# 0 em todos os pontos de U. Por outro lado, um campo
de diregdes no aberto U C R3 é definido por um sistema
de equacoes do tipo

a1dr+bydy+cidz=0
asdr +bydy +codz =0

(3)
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onde, em cada ponto p € U, a matriz 2 X 3 dos coeficientes
tem caracteristica 2. A reta L(p) é, para cada p € U, a in-
tersecao dos dois planos fornecidos pelas equacodes, isto é,
consiste de todos os vetores (X, Y, Z) tais que substituindo-
se suas coordenadas no lugar de dx, dy e dz respectiva-
mente, as equacoes acima sao identicamente satisfeitas.

O problema que se deve resolver quando se tem um
sistema diferencial é o de integra-lo. Isto significa fazer
passar por cada ponto da variedade uma subvariedade de
dimensao d cujo espago tangente em cada um dos seus pon-
tos g é o subespago L(q) dado pelo sistema. Por exemplo,
dado um campo de direcoes numa variedade M, integra-lo é
obter uma colec¢ao de subvariedades de dimensao 1 (curvas)
que cubram M, sendo a tangente a cada uma dessas curvas
num ponto p a diregdo L(p) dada pelo campo. Contraste-se
com a integracao de um campo de vetores, onde as curvas
integrais sao caminhos parametrizados: definindo nao so-
mente um conjunto de pontos como também um sentido de
percurso e ainda um modo bem definido de percorré-lo.

Assim, integrar o campo de direcoes definido pela equa-
cao (1) acima é obter, localmente, fungoes x = z(t), y =
y(t) tais que, para dx = 2/(t)dt e dy = y'(t)dt, a igual-
dade a(x(t),y(t))dx + b(z(t),y(t))dy = 0 seja satisfeita
identicamente. De modo analogo, integrar o campo de pla-
nos definido pela equagao (2) é obter, localmente, fungoes
r = x(u,v), y = y(u,v), 2 = z(u,v), tais que, para dr =
%du + %dv, dy = g—Zdu + %dv, dz = %du + %dv, a
igualdade (2) seja valida quaisquer que sejam u, v em seu
dominio.

Um campo de diregoes é sempre integravel, mas um
campo de planos, por exemplo, nem sempre o é. Em outras
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palavras: existem sistemas diferenciais L de dimensao 2
num aberto U C R3 tais que nao é possivel fazer passar por
cada ponto de U uma superficie tangente ao plano L(p) em
cada um dos seus pontos p.

Faremos agora algumas consideracoes intuitivas com
o fito de indicar razoes geométricas devido as quais um
campo de planos numa regido U C R3 pode deixar de ser
integravel. Em primeiro lugar, daremos uma definicao for-
mal.

Definicao: Seja L um sistema diferencial sobre uma va-
riedade M. Diz-se que um campo vetorial X sobre M
pertence a L, e escreva-se X € L, quando X(p) € L(p)
para cada p € M.

Seja L um sistema diferencial integravel. Se um campo
vetorial X pertence a L entao, para cada ponto p € M, a
trajetoria de X que tem origem p estd contida na subva-
riedade integral de L que passa por P. Suponhamos, por
exemplo, que dim L = 2, isto é, que L seja um campo
de planos. Seja Y outro campo vetorial pertencente a L,
tal que X(q) e Y(q) formem uma base de L(q) numa vi-
zinhanca de p. Indiquemos com & e 1y os fluxos locais
determinados por X e Y respectivamente.

Por cada ponto da trajetéria s — &s(p) de X com ori-
gem p, fagamos passar a trajetéria t — n;[€s(p)], do campo
Y, com origem &,(p). Todas estas trajetérias estao contidas
na superficie integral S do sistema L que passa por p. Na
realidade, para £ > 0 suficientemente pequeno, a aplicacao
(s,t) — m&s(p), —€ < 8, < &, é uma imersdo de S em M.
Consideremos agora um ponto gy = 1y, €5, () € S. A tra-
jetoria s — &5(qo), estando contida em S, devera também
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pertencer a superficie gerada pelas trajetorias n;£s(p). Ora,
dado um campo de planos arbitrario em R3, nada obriga a
que esta ultima condigao se cumpra.

&, (p)

Consideremos, por exemplo, os campos vetoriais X, Y
em R® definidos assim: X(z,y,2) = (0,z,1), Y(z,y,2) =
(1,0,0). Um sistema diferencial L de classe C*° e dimensao
2 (campo de planos) é definido pela condigao de L(p) ser o
plano gerado por X(p) e Y (p) para cada p = (z,y, 2) € R>.
Afirmamos que o sistema diferencial L nao é integravel.

Com efeito, consideremos um ponto fixo p = (0,b, ¢)
no plano yz. A trajetéria de X que passa por este ponto
é &(p) = (0,b + s,¢), reta vertical passando por p. A
superficie gerada pelas trajetorias de Y que passam por
esta reta é o plano 7 paralelo ao plano xz passando por p.
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(Com efeito todas as trajetorias de Y séo retas paralelas
ao eixo dos z). Tal plano deve portanto ser a superficie
integral de L que contém p. Entretanto, qualquer que seja
o ponto ¢ do plano 7 fora do eixo dos y, o vetor X(q) nao
pertence a , isto é X(q) ¢ L(q), o que contraria X € L.

£.(n)

W

R

\}y

e

Por uma questao de conveniéncia técnica, daremos uma
definicao de integrabilidade que, a primeira vista, parece
mais forte do que a apresentada informalmente acima.

Definicao: Seja L um sistema diferencial de classe C" e
dimensao d numa variedade M". Diz-se que L é integrdvel
quando, para cada ponto p € M, existe um sistema de
coordenadas z: U — R"™, de classe C", tal que

{ (@ @)}

é uma base de L(q) seja qual for ¢ € U.
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Se z = (z!,...,z") for um sistema de coordenadas lo-

cais adaptado, da maneira acima descrita, ao sistema, dife-
rencial L entdo, para cada a = (a®!,...,a") € R" ¢ o
conjunto S = {q € U; 2% (q) = a?*L,...,2"(q) = a"} ou
é vazio ou é uma subvariedade de M que tem L(g) como
espaco tangente em cada um dos seus pontos g.

Teorema de Frobenius. A condicdo necessdria e sufici-
ente para que um sistema diferencial L, de classe C", seja
integrdvel € que o colchete de Lie de dois campos de classe
C" pertencentes a L seja ainda um campo pertencente a L.

Demonstracao: Seja dim L = d. Suponhamos primeiro
que L seja integravel. Dados X,Y € L, ponhamos Z =
[X,Y]. Para mostrar que Z € L, tomemos p € M e
um sistema de coordenadas x: U — R"™, adaptado a L de
acordo com a definicao de integrabilidade, com p € U. Para
1 <i<n-—d, temos (929 /0X)(q) = (0x¢T1/0Y)(q) = 0,
seja qual for ¢ € U. Isto implica imediatamente

axd—l—z’ a2xd—|—z’ a2xd—|—z’
77 P = axav P " avaox

(p)=0

para 1 < i < n —d, donde Z(p) € L(p). Isto mostra a
necessidade da condigao.

Para demonstrar que a condicao é suficiente, seja L um
sistema diferencial de classe C" e dimensao d sobre M,
tal que o colchete de dois campos quaisquer de classe C"
pertencentes a L seja ainda um campo pertencente a L.

Dado um ponto p € M arbitrario, seja y: V — R™ um
sistema de coordenadas locais de classe C7", com
p € V. Restringindo-se V', se necessario, podemos admitir
a existéncia de campos vetoriais Xi,..., Xy de classe C7,
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definidos em V| tais que {X1(q),..., Xq(q)} é, para todo
g € V, uma base de L(q). Em relagio a base definida por
Yy temos:

Za 8y3 , 1=1,...,d,

para todo g € V.

Como os vetores X;(p) s@o linearmente independentes
podemos, mediante um rearranjo de indices, supor que a
matriz quadrada (a!(p)), 1 < i,j < d, é invertivel. Por
continuidade, (ag (q)) sera ainda invertivel para todo ponto
g numa vizinhanca de p, a qual suporemos ser ainda V
(restringindo-a mais, caso necessario). Seja (bi(q)), ¢ € V,
a matriz d x d inversa de (a’(q)). As igualdades

d
Y; =) biX;, j=1,....4d,
=1

definem em V campos vetoriais Yi,...,Yy, de classe CT,
tais que em cada ponto ¢ € V', {Yi(q),...,Yy(q)} é uma
base de L(q). Além disso, para cada j =1,...,d, temos

0
sza—y]—l—Z com Z—Zc—
k>d+1

Um calculo simples mostra que o colchete de dois quais-
quer dos campos Zi,..., 4y € uma combinagao linear dos
0/0y*, k > d+1. Segue-se entdo das igualdades acima que
os colchetes [Y;,Y;] também sdo combinagoes lineares de
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9/oydtt ... 8/dy™. Por outro lado, como os Y perten-
cem a L, tem-se, em virtude da hipdtese feita, [YZ, Y;| € L,

ou seja:
’L7 ] Z )‘ . (*)

m<d

Mais explicitamente:

m a m
Y= Z(Aw@“ )-

m<d
0
SNt S
m<d k>d+1
Conclui-se, portanto que Ay = 0 para 1 <

.?]? S d'
Voltando a igualdade (*), isto da [Y¥;,Y;] = 0, 1 < 4,
7 < d. Em suma, na vizinhanca de cada ponto de M
existe uma base do sistema L formada por campos de ve-

tores comutativos. O teorema segue-se entao do Teorema
4, §2.

A condigdo “X,Y € L = [X,y] € L” chama-se condi¢do
de integrabilidade do sistema L. Agora vemos que o sis-
tema de dimensao 2 definido em R? pelos campos vetoriais
X =(0,z,1) e Y = (1,0,0) ndo é integravel porque o col-
chete [X,Y] = (0,1,0), em ponto algum do espago é com-
binacao linear dos vetores X e Y nesse ponto. (Bastava
que nao o fosse num tnico ponto.)

Verifica-se imediatamente que se um sistema L, de di-
mensao d, é integravel entao na vizinhanca de cada ponto
p € M existe apenas uma subvariedade integral de L con-
tendo p. (Subvariedade integral é uma subvariedade cujo
espaco tangente em cada ponto coincide com L naquele
ponto.)
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Com efeito, basta notar o seguinte: se z: U — R"
é um sistema de coordenadas adaptado a L no sentido
da definicao de integrabilidade e W C V é uma subva-
riedade integral conexa contida em V entao, para cada
i=1,...,n—d, pondo ¢' = 29| = restricio da funcio
real .V — R a W, temos (dy'),(v) = dz®"(v) = 0
qualquer que seja v € W, = L(q) pois dz®* anula-se em
L{q). Logo dy* = 0 em W. Como W é conexa, @' é
constante em W, isto é %!, ..., z" sdo constantes em W.
Para simplificar, seja z(p) = 0 € R™. Entao, como p € W,

23t (q) = --- = 2™(¢) = 0 para todo ¢ € W. Segue-se
que W coincide, na vizinhanca de p, com a subvariedade
integral {z¢™! = ... = z" = 0}.

Um raciocinio imediato mostra que, mais geralmente, se
W e W’ sao subvariedades integrais de L, ambas conexas,
ambas contendo o mesmo ponto p, entdo ou W C W’ ou
W' c W. Isto conduz a um estudo global das subvarieda-
des integrais de um sistema diferencial. Para maiores escla-
recimentos ver o livro “Teoria Geométrica das Folheacoes”,
por Cesar Camacho e Alcides Lins Neto.






